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BERICHTIGUNG. 



Auf pag. 94 des funften iSandes der Acta malhematica habe ich irr- 
thiimlich fur die Vielfachheit der Ortscurve ^,(A)-ter Ordnung in den Puncten 
A^, . . . , Ah die Zahl fi angeuommen, während sie nur fi — h + i beträgt. Die 
DiflFerenzengleichiing fiir <p^{h) muss heissen: 

?,(A + ^) — <PÅ^) = iP' — l^ — f^)^iW + h(jjL — h+ I). 

Der begangene Fehler hat sich auf einige' der nachfolgenden Formeln iibertragen; 
insbesondere muss der fiir [xr] entwiekelte Ausdruck um 



360 



M(n'— i)(n« — 4)(n — 3) 



vermindert, und 7 um ebenso viel vermehrt werden. 
Freiburg i/B., Mai 1884. 



H. Kbey. 



SUR LA FORMULE 



hl', = Au, — - . A< + ^^-^ . Aw;' ^^^ . Aw7 + etc. 

X X 2 ''1.2 -^ 1.2.3.4 ''. 



PAR 

C. J. MALMSTEN 

å UP8AL(»). 



On sait que Stirling, dans son ouvrage Methodus Differentialis sive 
Tractatus de summatione serierum resolut, il y a plus d'un siccle, une 
multitude de problémes importants pour la théorie des series infinies en 
general, et particuliérement pour les expressions de tres grands nombres. 



(^) Jc crois devoir publicr dans les Acta Mathcniatica le nxSmoire suivant de 
M. C. J. Malmsten, ancieu professeur h TacadiSmie d Upsal. 

Le mémoire en questiou a déjh ét6 inséré dans Crelles Journal ftir dio reine 
und angewandte Mathematik, T. XXXV (1847), P- 55 — ^^-i T^^is avec de tellcs 
erreurs typographiques et dautres plus graves eDCore au poiut de vue du tcxte comme II 
celui des formules, quil en est devenu presque illisible. 

Cc mémoire dolt etro avec raison considéré comme une oeuvre capitale pour lo sujet 
important qu^il traite, et voici entré autres le jugcmcnt de M. Liouville dans son 
Journal de Mathématiques, T. XVII, p. 44^ et dans Comptcs-Kendus, T. 
XXXV, p. 317. Ayant appclé Tattention sur la formule celebre de Stirling qui, 
tendant dabord tres rapidement vers la valeur demandée, devient ensuite divergente, M. 
Liouville dit d'un th<^oréme remarquable, dont Leqendre avait acquis pour ainsi dirc 
le sentiment par ses calouls numériques: i>Il est étahli di^une maniére tres simple et tres 
elegante dans un mémoire de M, Malmsten, que je me plais ä citer comme remarquahle ä 
plus dun tUret>, Plus loin, en parlant de ses Ic9ons au College de France, M. Liouville 
ajoute : i>Jai présenté ä mes auditeurs lanalyse de M. Malmsten .... dont je crois avoir 
simplifié quelques détailsi^. 

Jai cru par suitc devoir réimprimer ici un remaniemcnt dudit travail corrigé par 

J(^a viwthtnmtica. 5. ImprimC' 22 Janvicr 18SI. * \ 
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qui se présentent si fréquemment dans le calcul des probabilités et dont 
il serait presque impossible de trouver directement les valeurs numériques. 
Parmi toutes ces formules il y en a une qui a toujours attiré Tattention 
particuliére des géométres et qui est spécialement connue sous le nom de 
formule de Stirling, a savoir celle qui sert a calculer par approximation 
le logarithme du produit d'un grand noinbre de facteurs croissants en pro- 
gression arithinétique. Gette serie oflPire une singularité bien remarquable. 
Elle procéde selon les puissances negatives d'un nombre tres grand et, 
étant décroissante tres rapidement, elle finit nécessairement par devenir 
divergente, quelque grand que soit le dit nombre, 

Quant ä la convergence ou la divergence des suites infinies, on sait 
que les analystes d'autrefois y attachaient beaucoup moins d'iniportance 
que ceux d'aujourd*hui; ils se servaient luéme tres souvent dans leurs 
ciilculs de series évidemment divergentes. Aujourd'hui bien s'en faut 
qu'on approuve Tusage de series non convergentes; au contraire on veut 
qu^elles soient complétement bannies de Tanalyse. Mais cette rigueur, 
juste et raisonnable en elle-méme, a été mise ä une bien dure épreuve 
par la serie de Stirling. D'une part divergente, comme elle Test, elle 
devait en effet étre rejetée: d*autre part, étant presquindispensable, elle 
ne peut point Vétve. Cela étant, ä moins de faire, a cause de la nécessité, 
une exception extraordinaire et non legitime pour cette serie (ce que 
quelques-uns ont effectivement fait) il ne restait d'autre moyen que 
d'essayer de la rendre finie, c'est a dire, de chercher son terme complé- 
mentaire, ce a quoi on a aussi réussi. Nous rappellerons seulement ce 
que LiouviLLE et Cauchy ont fait a ce sujet. 

La formule de Stirling n'est cependant qu'un cas tres particulier 
d'une formule qu'EuLER a proposée le premier, mais qui est ordinaire- 
ment attribuée a Maclaurin(*) et connue sous son nom, savoir la formule 

Tauteur lui-méme, avec d'autant plus de raison que jc crois savoir quil s^occupe dun 
nouvcl artide traitant ce sujet, et oii il cherche k donner aux formules une telle généra- 
lisation qu^elles puissent etre appliquécs aussi aux fonctions d^une variable complexe. 

Le rédacteur. 
C)^ Le changement dans le texte est motivé par un intéressant petit mémoire de 
M. G. En£STKÖm communiqué h TAcadémie royale des Sciences de Stockholm le 1 5 Bé- 
cembre 1879 (voir öfvcrsigt af Kongl. Vetenskaps-Akademiens Förhand- 
lingar, 1879, N:o 10, p. 3 — 17: Om upptäckten af den EuLSB^sAa summaiionsformeln). 
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Ä . B.h' . B.h' 



(i) hEu = fudx — - . w H ^— . u' ' . u" + etc., 

^ ^ J 2 '1.2 1.2.3.4 ' ^ 

ou J5j, JSj, etc. désignent les nornbres de Bernoulli et u', u", etc. la 
premiére, la seconde, etc. dérivée de u. Les nornbres J5j, JS^, etc. sont, 
comine on le sait, tels que, des le quatriémc, ils vont toujours en croissant 
et finissent par devenir infiniment grands. Ainsi la convergence de la 
serie (i) n'a pas généralement lieu; au contraire nous Tavons vu étre 
divergente dans le cas particulier de la formule de Stiuling. 

Cela pose, la serie (i) présentant souvent la méme singularité que 
celle de Stirling, a savoir d'étre d^abord rapidement décroissant^ et de 
finir par devenir divergente; les géométres ont regardé comme tres im- 
portantc la legitimation générale de son ernploi dans le calcul d'approxi- 
mation. En eflfet ils ont tåché de fixer les limites du reste de la serie, 
quand on arréte le calcul a un terme déterminé, c'est ä dire, de iixer 
les limites du terme complémentaire. Le premier essai ä cet égard que 
nous avons eu Toccasion de connaitre est du a Erchinger, et se trouve 
exposé par EytelweinQ et par v. Ettingshausen ('). Mais son analyse 
nest point satisfaisante, puisque Téquation difFérentielle (ä Taide de laquelle 
il trouve la valeur du reste) na lieu que dans le cas ou la serie infinie, 
d'ou elle est dérivée, est convergente; ce qui en efFet n'a pas générale- 
ment lieu. 

Un autre calcul tres ingénicux du terme complémentaire, dans le 
développement de äLw entré des limites données, est dii a Poisson, qui 
Ta exposé dans un excellent mémoire: Sur le calcul mimérique des inté- 
grales définies{^). Il est fondé sur Texpression connue 



—a 

—a 



(qui, comme on le sait, a lieu pour toutes les valeurs de x comprises 



(*) Orunåléhren der höheren Analysis. Berlin 1824, T. 2, § 696. 

(*) Vorlesungen iiher die höhere Mathemaiik. Wien 1827, T. i, p. 429. 

C) Mf^nioires de rAcadémie des Sciences. Paris 1826, T. VI, p. $7^ — 6o2, 
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entré les liinites des intcgrales) et donne pour resultat la formule 
suivante: 



hZf{x) ^ff{x)dx.-lh{f{c) - /-(o)} + Ä,h'[f'{c) - /"(o)} - . . . 



ou 



(2) 



+ (- i)'— AA"»{r"'-'*(c) -^"-"(0)} + ^», 



i (2;r)-yl„ = I +•+•+• + etc. 

234 



i(. = (-,)-.. (A)-. 



t. 

O 



^ i -l J 



En nicttiint ici x — Xq a la place de x et puis /*(./) a la place de 
f(x — .r„) on obtiendra facilenient, si Ton fait c -]- x^ =■- Xi^ 



•* 1 
(3) h±.f{x) = ff{x)clx -lh[f{x,)-f{x,)} + Ay[f'{x,)-f'{x,)}-... 



+ (- ly-' Åji'-{r—'\x,) - r-^K)} + i?;, 



011 



*i 



K 



= (- ■)■• -(å)'" / [Si ■ - ^^=tF^] ^"■'(^)-* 



Si Ton désigne par M^^ la plus grande valeur numérique de f^'^"'^{x) 
entré a? = rr^ et o; = a;^ on auraQ 



(4) 



|2?;| = Oh"^ A^ . M,^\{x, — x,)\ {o<0<i) 



(*) Nous désignoDs^ d apröa M. Weierstrass, la valeur DumtSrique d une quantité 
•éelle Q par |^|. 
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et, dans le cas o\i f^'^'^\x) conserve le méme signe dans toute cette étendue. 



i=l 






• 2fii 



en posant 

^^' "^ A ' (o < Ö, < l) 

C est a dire, ä Taide de (2), 

(5) K = (-i)"->.Ä"-{/-""-'>(;r,)-r'-"(Tjj(2/9,-l)J„, (o <<?,<!). 

Nous aurons done, f^^^^^^x) conservant le méme signe depuis x = x^ jusqu'å 

X — X, j 



*i 



h±f{x) = ff{x)dx-'-h.[f{x,)-f{x,)] + A,.h'[r{x,)-f'{x,)\-... 



(6) H- (- i)"-'^»., . Ä"-'{r'"-«(a:,)-r-»'(xJ} • 

+ (— 0""'<^, • 2A„h'-[r-'-''{x,) - r^^-^^ix;)}, {o<0,< i). 

On doit aussi a Tillustre auteur des Fundamenta nova theorice func- 
tionuni dlipticarum un excellent mémoire sur cc sujet savoir: De usu 
legitimö formulär summatoricd MadauriniafUjeQ)^ oii il démontre que, les 
deux exprcssions 



^i 



(7) Tf^^^Xx + z) et i:r"^'\x + £) 



(^) Journal fttr dio reine und angewandte Mathematik y. Crelle, T. XII, 
p. 263 — 272. 
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ne changeant pas de signe, depuis z = o ju8qu'ä z = hj et de plus étant 
toutes les deux du méine signe, on aura 



(8) ÄZ^^^^^A^^^^^^-i^^^^^^-^^^o^l+riTVc^O-rM 

-Txsi'""("')-^"'("«)i +■■•+ (- ■'"■ ■ n.iL-z) r->d-f->.)\ 

I 

ou o < ^ < I. 

Si Ton compare le resultat auquel est arrivé Jacobi avec celui de 
Poisson, on voit sans difficulté que leurs recherches se complétent Tune 
Tautre d'une certaine fa9on. La déduction de Poisson exige que la déri- 
vée f^^"*\x) conserve le méme signe depuis x = x^ jusqu'ä x = x^; mais, 
pour la dérivée paire sui vante f^^"''^^\x)j elle ne demande aucune déter- 
mination particuliére. Lö» déduction de Jacobi suppose — non pas que 
/^^"'^{x) conserve le méme signe entré x = x^ et x = x^ — mais seule- 
ment que 

(8.) if^^^^^x + z) 

conserve le méme signe entré z = o et z = h; mais elle demande en 
méme temps, qu'entre les mémes valcurs de z. 



'0 

ait le méme signe que (8 a). 

Apres cette exposition succinctc des recherches antérieures sur ce sujet, 
il nous sera permis de dire un mot sur le present mémoire. Nous le 
diviserons en trois sections. Dans la premiere nous nous occuperons de la 
recherche de quelques relations entré les nombres de Bernoulli, dont 
nous aurons besoin dans la suite: dans la seconde nous développerons les 
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théorémes et les formules générales qui touchent de plus prés ä la formule 
remarquable, se trouvant en tete de ce mémoire: erifin dans la troisiéme 
nous ferons quelques applications importantes du dernier de ces théorémes. 
Nous n'ignorons pas que la formule d'EuLER est ordinairement pré- 
sentée sous la forme (i); niais nonobstant nous avons préféré pour nos 
recherches la forme 

(9) hu: = Au,—-. AK + ?^'. A< — -^^. Au'J + etc. 

\z7j X X 2 1.2 1.2.3.4 

Au premier coup-d'oeil on trouvera cela peut-étre de tres peu d'im- 
portance; mais la forme n'est pas tout ä fait sans conséquence dans les 
applications. En efifet la formule (i) étant prise dans sa plus grande 
généralité, on ne peut parler d'un terme complémentaire, KLu étant ab- 
solument indéterminée. Il faut donc ou fixer le terme Zw, en le con- 
sidérant comme une sommation entré de certaines limites (ce qui est le 
cas ordinaire), ou le prendre pour une fonction déterminée de re, d'ou 
l'on puisse ensuite déduire u et ses dérivées. Mais le procédé ordinaire 
a souvent des inconvénients par rapport ä la pontinuité; ainsi p. ex. le 
développement de \ogr{x -\- i) qu'on trouve de cette maniére n'est 
rigoureusement démontr^ que pour les valeurs entieres de x. Nous avons 
donc préféré considérer Zw comme une fonction déterminée de x; et pour 
faire voir cela plus clairement, nous avons donné a la serie dont il 8'agit 
la forme (9). 

Quant a la méthode d'opérer, nous prenons le méine point de départ 
que Jacobi, sa voir la formule connue 



Wx 



n 

=. w^ + Ä . w; + -^ . < + ... + —^ — .u^r + I ^''~'^'^ '<t''dz; 

+h X \ ''1.2 ' * 'i.2...r ' 'ji.2...r '+' ^ 



mais le reste de nos déductions sera tout ä fait différent des siennes. 
En effet les recherches de cet illustre analyste font fort bien connaitre 
que la fonction que nous avons désignée par f{z) (voir la formule (25)) 
conserve toujours le méme signe entré ^ = o et ^ = A; mais elles ne font 
pas voir la propriété la. plus remarquable de cette fonction, sa voir qu'elle 
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a entré ces limites son sétd maximum ou minimum en z = -^ et qu^elle est 

2 ^ 

parfaitement symétrique de Vun et de Vautre cöté de ce point. Gette pro- 
priété est un point essentiel pour nos déductions; c^est par olle que 
nous sommes parvenus ä trouver les limites du terme complémentaire 
pour le * cas möme qui a échappé aux recherches de Jacobi, c'est ä dire 
pour le cas oii les expressions (7) n'ont pas le méme signe. 



Relations entré les nombres de BemotUli. 

§ 1- 

Si dans la formule connue 



00 



WX — fOX 

(10) / — s . dx = cotan^c -cd 



i) 



on met a la place du membre a droite sa valeur 

I I T ' 2m— 1 

(i i) cotang -O) = Bl. h B^. [-•••+ B,^ . f- etc. 

^ ^ (O 2 ^2 ^ 1.2 ' ^ 1.2.3.4 * ' '* i.2...2m ' 

(ou Bl, B^j . . . y B^ etc. sont les norabres de Bernoulli), on aura, en 
posant O) = o, apres avoir différentic 2m — i fois par rapport a cette 
variable, 



00 



Sfn 



/2m— 1 -j 
X 'dx 
2ffx 7 
6 -I 



Or la formule (lo), multipliée par cosco, donne 



00 



/mx —WX 

e — e 
e -I 



(13) 2 . I -^^ . cosöi . dx = fl (öl), 



o 
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en supposant pour abréger 



frj(ft>) = 2.C0S 



(O 



I I . I 

. cotanor - O) 

CO 2 ^2 



2 C08 CO 1^ I , • 

cotang -(O + sin ft> , 



c est a dire, en vertu de (ii), 



(.4) ,,w = B,»+^(a-i)+^-i^(f +!) + ... 



• •■ + 



(t) 



2m— 1 



I . 2 . . .(2m — i) \m 



■^»n I / i\^'-'^ — 



m 



^)+ 



etc. 



Différentions maintenant 2m — i fois la formule (13). Pour cela nous 
nous servirons de la formule connue 

a ^e . C08 my) _ 2 |gK»+«.=r)(^^ + ,,„, ^— T)"' + e^'-'»'-^»^ — m v-T)"!, 
qui, toutes réductions faites, donnera pour (0 = 



(16) 



f(2m— 1)/^ oix 



,(2m-l)// 



— (OX 



) CCS "^ 



fOl 



{deo) 



2m— 1 



/, I ' / r\2TO— 1 / / ~\2m— 1 



— I 



Done on tire de (13) 



QO 



(^7) 



Al + a; v- i)""-' - (i -xsI- 1)""-^ 2 dr m-i . 



B 



m 



m 



paroe qu'cn vertu de (14) on a 



r(2m-l) 



(dre;)""-' -" "^ ^ 



m 



— i)"'-'. 



m — I 
m 



En développant los puissances sons le sipjne f dans (17), et en dcsignant 

Arta tnnthriiuiti<ti. .">. Iiii|irini(> 12 ^'vrioj: 18M1. 2 
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par (2m — i)j, {2m — 1)3, etc. le premier, le troisiéme etc. coöfficient 
du binome poiir Texposant 2w — i, nous aurons 



00 



4dx 



27TX 

e — I 



(2m — 1)1. ic — (2m — 1)3.0:'+ ... 



m — I 
m 






et de lä, a Taide de (12), on tire la relation sui vante entré les noinbres 
de Bernoulli: 



(18) (2m— 1)1.^1 — -.(2m— 1)3.^2 + r-(2m — 1)5.^3 — ••• 

2 3 



^ ' m — I ^ 



m — I 
m 



§ 2. 

Mettons dans (10) et (12) -x ä la place de x et dans (10) 2ö> a 
la place de ce>; nous aurons 



00 



(19) 



2m— 1 7 _2m— 1 T> 

X »ax 2 .i) 



m 



7TX , 

e — I 



2m 



00 




e — e 

TTX _ 

e — I 



,dx = cotangö) 
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La deriiiére formule, multipliée par cosö>, donnera 



QO 




e — e ) cos O) j . , cos m i 
i . dx = sin (O H r — > 



e — I 



(O sm (O 



d'ou, en posant cd = o, apres avoir différentié 2m — i fois par rapport 
a cette variable, on obtiendra en vertu de (i6) 



oo 



(- 1)"-^ r^ 



+ «Y — 1) — [lr-x\ — 1) dx 



V-l 



e — I 



j(2»-l) 



. COBO) 

smo) + 



ai Bin (O 



Mais comme 



(dw) 



2m— 1 



2fn-l 



8inc. + -^=- + --3. — +5-7776 --••• + (-~^)-(^^'^'-^^ 



J_ = i 4. 2(2-1). B,. ft; 2 (2'— l).JB,.a;' 2(2^"-^ -Qg^.rc;^"-^ ^^^ 

sinö; öl ' 1.2 ' 1.2. ..4 I •••-!- 1.2. ..2m '' 



on aura 



^(2m-l) 



eosoi I 



8111 (O H 



(O sm (O 



(dai) 



2m-l 



= -ii{^(^""''- ')^'» + (- 0"*-(2«»- 0), 



d oii enfin on obtiendra 



CO 




(i + ^yCTD»"-» _ (l -x^—iY"--' dx 



V— I 



7TX 
O I 



O 



^^-' j_( ,N« 2(2""-'- I). B 



m 



29n 



2m 
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En développant (i 4-x.y— i)-"* ^ et (1 — .ry— i)'*"* ^ et en faisant les 
integrations a Taide de (19), on aura 



2m — 2 






d'ou Ton tirera facileinent 

I (2ni— iX'.2M?, (2m— i)3.2VJB, , 

2m ' 2 . 4 ' 

, / j\m (2m— l)2m- 3 ' 2^^"•^ ^„, , ^ , v„. 2(2-"*—. l) . g» , 

•••'V /• 2m — 2 ^ ^' 2m ' 



et enfin, en multipliant chaque terme par p.^ x • -^^> 

, v L ^ I I ■■ I ^ I I 

^^^^ I ... 2m * 2^"* 2*1... (2m — i) ' 2^*""^ "^1.2*1... (2m — 2) * 2^"'r'^ 

^ I _L_+ 4-^—0" ?^!^ L.l 

I . . . 4 . I . . . (2m — 4) 2^""-^ I • • I \ ^ I . . . (2m — 2) 1.2 2' 



^ (- i)". 



2""— I B 



m 



»2»» -1 I ... 2m 



Théorénies et fortnules gétiérales. 



§ 3. 



Les deux relations entré les nombres de Beknoulli dont nous aurons 
besoin dans la suite, ayant été trouvées dans (18) et (21), nous passons 
inaintenant a ce qu'il y a de plus essentiel dans ce niémoire. Soit Wj. 



Sar la formule somiuatoirc d Euler. 
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une foiictioii de x qui, avec ses 2m + i preiniéres dériyées, est continue 
depuis X jusqu'ä x + Jr, faisons pour abréger 

(22) F(^x, Ii) ■-^■- hu'^ — i^iij. — Hi.h.Au'j. — H^Ji^.Au'J — ... 

011 w^, u'J etc. sont les dérivées successives de u^. En vertu d'un théoréine 
connu nous aurons 



AUr = 



rs 7 8 h 

1.2 1.2.3 I . . . 2W 



+ 



J'^ 



z) 



2 m 



. . 2m 



.u'^^^'\dz, 



o 



Aw; = Ä.< + 



1.2 ' 



tn 



+ ••• + 



I. 



.(2m- 1)-"' +j l...(2m-i)-"'+' •^^' 



A«:' = Ä.«C + ...+ 



h 



2m— 2 



I...(2Wl 2) 



A 

//7 x2m-2 
I...(2TO — 2) '+' ' 



Am« 



,,(2m— 1) 






Ces valeurs, substituées dans (22), donnent 



(23) F{jc, Ä) = — i <%V.rf^ 



A 



+ "T^;: — t:^:: — :t H : — rzzi — T\ r-« 



I . . . 2m 1 .2... (2m — i) 



I ...(2m — 2) 



, H2m-2 .A (h Z) . flsm-l • '* • (A «) 

' 1.2 ' I 
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ou les coöfficiente i^i, H^y • • • > J^^aw-i sont détermiriés par 



(24) 



u. 



1 +0 = 0' 



H, + ^ +-i-=o 

^ '1.2 ' 1.2.3 



Ä. + ^ +-^+ "^ — =0, 

' 1.2 ' 1.2.3 1-2.3.4 ^ 



3 



TT 1^ "3m— 8 



+ ^2^+...+ 



1.2 ' 1.2.3 



TT I JJ^M—i [ "2111—8 

""-1 "*" "TT" "^ 1.2.3 



ff. 



+ 



H. 



I.2...(2WI — 3) ' I.2...(2t» — 2) 



+ 



I .2...(2Tn — l) 



= O 



+ ...+ 



H. 



+ 



H. 



I.2...(2ot — 3) I. 2... (2m — 2) 



+ 



H. 



+ 



I. 2... (2m — i) i. 2... 2m 



= o. 



§ 4. • 

Considérons en premier lieu le polynome entré les crochets dans (23) 
et posons 



(A— z)'"* , H^.hih-^-z) 



2m— 1 



H^.h\h — z) 



2m— 2 



V ^^ ^^ ^ 1. 2. ..2m ' 1. 2. ..(2m— i) i. 2. ..(2m — 2) 



2m— 4 



+ 



H,.h\(h—z) 
1 .2... (2m — 4) 



I I ff2m-2 • '*' • (Ä -S?) 

' ' 1.2 



W.h\(h—z) 



2m -3 



n.h\{h—z) 



2m— 5 



^ ^ ^^ ^ 1. 2. ..(2m — 3) 1. 2. ..(2m — 5) 



fl2m-l . Ä "* . (A «) 



I 
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qui, au lieu de (23), donne cette expression plus abrégée 



h 



(27) 



Fix, h) = -f[^{h-z) + <p{h-,)].u<;;r-<f2^ 



En développant ^(ä — z) + ^{h — z) selon les puissances de z, nous aurons 



^{h — z) + ^{h — z) = 



h 



7m 



■f 



H. 



+ 



ff. 



1.2. ..2m 1.2. ..(2m — i) 1.2. ..{2m — 2) 



H-2mS , "2m- 2 , H^m—l 

+ •••+ ^ — + — rn^ T - 



1.2.3 1.2 



I 



72m— 1 
a • Z 

I 



+ 



ff. 



+ 



ff. 



1. 2. ..(2m— I) 1. 2. ..(2m — 2) 1. 2. ..(2m — 3) 



, , "2m— n , "2m-2 , rr 
+ • i T-T— + : h "2m-l 



1.2 



I 



f2m-2 2 
h 'Z 

1.2 



+ 



ff. 



h: 



1. 2. ..(2m — 2) 1. 2. ..(2m — 3) 1. 2. ..(2m — 4) 



+ ...+ 



Jhm—4 . "2m-3 , jr 
-+" + "2m 2 

1.2 I ^ ^•» » 



A 



2m— 8 8 
.0 



1.2.3 



+ 



ff. 



+ 



H. 



1. 2. ..(2m — 3) 1. 2. ..(2m — 4) 1. 2. ..(2m — 5) 



, , H^m-5 . H2m-4 , rr 
+ -T — — + h "2m-8 



8 2m— 8 



'Z 



1. 2. ..(2m — 3) 



.J^ + K + Mi+H, 

1.2.3 I .2 I ' 



2 2m— 2 



A 'Z 



1. 2. ..(2m — 2) 



I .2 I * 



A. 



2m— 1 



1. 2. ..(2m — i)' '' 



2m 



1. 2. ..2m 
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c'est a dire, en faisant attention aux expressions (24), 



2m 



f{h—z) + 4'{h—z) = . . . , + ' 



Sm-l 



+ T^ 



TT 1.2 2m-2 TT i2m— 2 2 



1. 2. ..2m 1. 2. ..(2m — i) i. 2. ..(2m — 2) 



+ ...+ 



1.2 



ou enfin 



H3 .h *z 



8 2m— 3 



5 2m— 5 






Hi2m— 1 
2m-l'rl .Z 



1. 2. ..(2m — 3) 1. 2. ..(2m— 5) 



(28) 



J^(Ä Z) + ^(Ä Z) = ^{z) ^(^). 



En supposant ici z = -hj on aiira 



^Qä) = o, 



ce qui ne peut avoir lieu pour toutes les valeurs entieres de w, a moins 
qiie les coöfficients des ternies diffcrcnts dans ^»(Ä — z){^) ne soient sé- 
parcment égaux a zéro, c'cst a dire que 



(28.) 



/I3 x/ij Jl-j ... li^m—X ^* 



Nous aurons donc au lieu de (27) et (28) 



(29) 



F{x., h) = -•Jy{h-z)Ai%^\dz, 



(30) 



. fC* — ■?) --f(4 



§ 5. 

Quant aux coöfficients H^^ 11^^ IT^ etc, on obtient immédiatcment 



H,=-- 



(') Voir la formule (26). 
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par conséquent, ä Taide de (28 a), la derniére des relations (24) peut étre 
présentée sous la forme 

■ 

/v in — I H^ I H^ , • I H^m—A I flgm— a 

^^ ^ i.2...2m "" i.2...(2m — 2) ' i.2...(2m — 4) "^'" ' 1.2.3.4 ' 1.2 ' 

d'ou, en multipliant par 2.r{2m) et en supposant généralement 



Kr 



(32) S,. = (-ir.:p^ 



Yr' 



on obtiendra la formule 



m— I 



= .(2m— iX.A\ — l(2m— 1)3. if, +^(2w— i)^.7i; — ... 



m v /i 1 2^ '** ^ ■ 3 



en vertu de laquelle (comparée a (18)) il faut nécessairement que 
et ensuite 



(33) H,r = {-^r\j-i^. 

A • ^ • • • 



2r 



en désignant par Br le r-iénie nombre de Bernoulli. 



§ 6. 

Ayant trouvé les valeurs de tous les coöfficients //, il nous reste 
a donner une relation entré eux, dont nous aurons besoin tout fi Theure 

q 
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et qui se trouvera facilement a Taide de (30). En effet, cette formule 
donne immcdiatement 

(33.) j <f{z)dz=2.j<p{z)dz. 



d'ou, en faisant les integrations, on aura, apres avoir divisé par ä*""*^' , 

I . H, . H. . . Him-i 



+ TT-^. + T^r-7^:f— ^ +...+ 



i.2...(2m+ i) ' 1. 2. ..2m ' 1. 2. ..(2m — i) ' 1.2.3 

. ; L4._^i_ I L ^« . ^ 4- + :??'!izl.J_ 

i.2...(2m+ I) 2^"* i-2...2m 2**"" i-2...(2m— I) 2^*"-* ' '*' '^ 1.2.3 2" 



et ensuite, en vertu des relations (24), en tenant compte de (28 a), 

(^.) _S, = \ L4. ^ ^4. ?i ^._!_ 

^^^>' '*" i.2...(2m+i) 2^"* 1. 2. ..2m 2^"'~^ i.2...(2m— i) 2'^""'^ 

"^ I. 2. ..(2m— 3)' 2^'""'* I.2.~3'*2^* • 



§ 7. 

I 

Nous nous occuperons maintenant ^e quelques propriétés remar- 
quables de la fonction f?(^), et nous démontrerons en premier lieu 

qudle ne chunge pas de signe entré z = o et z = h, et qudle est 
positive dans cette étendue, si m est pair, et negative, si m est impair. 

« 

Pour cela nous observerons, qu'en vertu de la valcur H^ = , Tex- 

pression 

2 + HJi 
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est negative entré ^ = o et ^ = -.ä; en multipliant par h ^.dh et en inte- 
grant entré h = h et 7t = oo, nous aurons 



QD 



f{z.h-' + H^.h-')dh = 



z,h 



—3 



+ ÄJ: 



—2 



Gette exprcssion étant negative entré les inémes limites de ^?, il faut 
nécessairement quc 



z ■ H^ ,h 

— ^ 

3 2 



et par conséquent 



i* 

3 




\+^^\dz 



z' ^ELihji^ H,.h' 



I .2.3 



I . 2 



le soit aussi; d'oii, en multipliant par — Zy nous aurons Texpression 



(35) 



1.2.3 



+ ^^^+H,.h\z, 



qui est positive entré z = o et z = -.h. Multiplions (35) par h ^.dh et 
intégrons entré h = h et ä = cx), nous aurons 



A . 2f . JI^ .h . z . H^ .h . z 

H :—:: — : 1 :; 



1.2.3.5 ; 1.2.4 



Gette expression, et par conséquent aussi celle de 



. ffj . h , z . H, , h , z 

+ , ^ . H ; — 



1.2.3.5 1.2.4 
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doit étre positive entré e = o et z = -.h, et de inéine (') 



i* 

3 



/( 






1.2.3.5 1.2.4 



+ ÄJL!l + %^'+^^.A« 



1.2.3.4.5 I •2.3-4 1.2.3 



d'ou, en multipliant par — s, i\ 8'en8uit que Vexpression 



(36) 



1.2.3.4.5 1.2.3.4 






1.2.3 



dolt étrc negative depuis z = o jusqu'ä z=-h. Il suffira donc, pour 

* 

faire voir ce qui a lieu en general, de démontrer que, si Texpression 



2m— 3 



H..h.z 



Sm— 4 



H..h\z'""-' 



H,.h*.z"'-'' 



^^'' 1. 2. ..(2m — 3) 1 .2...(2ni — 4) ' i.2...(2in — 5) ' 1.2. ..{2m— 7) ^ ** 



...+ 



TT i2m-6 8 

/la„,-,6 h, .Z 

1.2.3 



+ ^2m-4 • Ä^"* ^ '^ 



est toujours positive ou toujours negative entré ^ = o et ^ = -.ä, celle de 



2m-l 



2m— 2 



2 2m- 8 



H» *m — a TT la am— a tt t^ 2fl| — 5 

I . /* . . X3 j ,n.z . tl^ , n- .Z . 

^^ '^ 1 .2...(2m— i) ' 1. 2... (2m— 2) ' 1 .2... (2m— 3) *" 1.2. ..(2m— 5) ' * * * 



rr ,2m— 4 3 

+ il2m— 4 ' ^ -g I T/ 1,2m -2 

J ^ I .1" -'-^2m— 2 • '* 



.z 



sera toujours negative ou toujours ^ösi^iVe entré les mémes limites de ^? 



Q) Voir la formule (34). 
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En effet', multiplions (37) par A"'*"*, dh et intégrons entré ä = Ä et 
A = 00; il faut que Tintégrale 

+ 7"^; 7XZ t;*:^:: — :; x ••• 



I. 2... (2m — 3) 2m — I I. 2... (2m — 4) 2m — 2 *• 

H^m—B'^ A , H^m—i • g A 

•••■*" 1.2.3 'T"^ I ' 3 ' 
et par conséquent Texpression 

2m— 8 _ TT *«•— 4 L zr -^"•— 5 1.2 

+ t:; — 7TZ — 7\':rr:^ — :: + 1^ — ttz — 7\"^:z: — ^ "t-" 



1. 2. ..(2m — 3) 2m — I 1. 2. ..(2m — 4) 2m — 2 1.2. ..(2m — 5) 2m — 3 



8 7 2m— 6 TT i2m 



I flarn— 6*^ A , H'2,n-4'Z A 

•••"•" 1.2.3 '~'S~^ I ■ 3 ' 



soit positive ou negative entré ^r = o et z = -h. Multipliant la derniére 

• 2 

expression par rf^ et intégrant entré ^ = ^ et ^ = -A, rintégral^ 



/'»-' , fl, A/"-' , fl,A%'"-* , fl.AS'"-' , 

+ T":; — 7:n — ^v + t^ — 7:n — Tx + T":;; — 7:n — 7\ + •• • 



1. 2. ..(2m — I) 1. 2. ..(2m — 2) 1. 2. ..(2m — 3) 1.2. ..(2m — 5) 

TT i2m— 4 2 

ilam-4/t 'g , o- l,2m-2 

•••T^ 12^ -"2m-2''^ 

doit de méme étre toujours positive ou toujours négcäive entré les mémes 
limites de ^r; d oii, en multipliant par — z, il suit que Texpreasion (38), 
qui nest autre chose que la dérivée f^^), est toujours negative ou toujours 

positive entré ^ = o et ^ = - A . 

Par ce qui précéde(^) il est donc déinontré que <p\z)y fonction 

(*) Daus les formulcs (35) et (36) dous avons trouvé la fouQiiou (p {z) positive i^omv 
m = 2 et negative pour m = 3. 
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entiére du (2m — if^^ degré, est positive dans Tétendue indiquée, si m 
.est pair, et négativCy si m est irnpair. De lä il suit imraédiatement que 
l'expression 



ne change pas de signe entré z = o et js =-hy étant positive dans 
cette étendue, si tn est pair, et negative, si m est irnpair. 

Il suffira donc de se rappeler la relation trouvée ci-dessus 

(39) ' ip{z) = ip{h — z) 

ppur avoir démontré ce dont il 8'agissait, a savoir que 

la fofictian y>{z), ne changeant pas de signe entré z == o et z ^= hy est 
positive dans cette étendue, si m est pair, et negative, si tn est irnpair. 



§ 8. 

■ 

En différentiant (39) par rapport ä Zy on aura 
ce qui cxige nécessairement 

é 

^'{z) = o pour z ^=^ -h. 

Donc, la fonction y'{z) qui, en vertu de ce qui précede, conserve toujours 
le méme signe entré ^ = o et z = -h, s^évanouit pour z = -A; elle passé 
dans ce point du positif au négatif {m étant pair) ou du négatif au positif 
(m étant impair), et conserve ensuite le méme signe depuis ^ = -A jusqua 
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z = h. Il s'en8uit que la fonction primitive f(^) va toujours en aug- 
raentant (si m est pair) ou en diminuant (m étant impair) depuis z = o 

jusqu^a ^ =-A, et qu'aprés cela elle décrolt ou aiigniente continuellement 

jusqu'a z = h; c'est å dire que 

* 

^{z) a, entré z = o et z = h^ un seul maximum pour z = -h, si 
^ est paifj et un seul minimum pour la méme valeur z = -ä, si m 

2 

est impair. 



§9. 

Nous réprenons maintenant la formule (22), qui peut étre présentée 
sous la forme 

(40) Ä< = A«, - ^ Ä An; + M . A«:' - ^ yj ^ . Att7 + . . . 

' 1.2... (2W — 2) * ' 



OU 



(41) ii = -fu':^rKf{z)dz, 

o 

et par conséquent, ^{z) conservant le méme signe entré les limites de 
Tintégrale, 



o 



c'est a dire, en vertu des formules (25), (33»), (34) et (33), 



(42) R = 77,„, . 7*""+' . t«" = (- I )»+'. T^^TT^ . <"«V 



2m + l 

f-1) 
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Cette valeur de jB, substituée dans (40), nous donnera ce 

Théoréme I. Soit u^ une fonction qudconqtie de x quiy de méme 
que ses 2m + i premiéres dérivéeSj est continue entré x et x -^ h; la 
valeur de R dans la formtde (40) sera égale å 






3m+l 

2m 



multiplié par une valeur intermédiaire de la {2m + ly^^e d^yi^^^^ ^»^^^ 
å dire, on aura 

(43) hK = Aee, — - AK+^^. A< M_. Aw7 + . . . 

\^0/ X X 2 ''1.2 ' 1.2.3.4 '' 

V— *; '^m-\n A ..(2m-2) i V~~ V ' ^«^n, ..(2m+l) 

' 1.2... (2m — 2) "^ ' I . 2 ... 2m '+^* ' 

O < ö < I. 

• 

Ce théoréme est absolument general, ne supposant que la continuité de 
la fonction w^ et celle de ses 2m + i premiéres dérivées. 

En faisant dans la formule (40) x =^ x^ et ensuite x = x^y on aura 
par soustraction 

(44) ÄK-<J = AM,.-A«,.-*{A<-A<}4-f4V<-^<l-- 

2m— 3 * 

•••+ ^7.2"^(2m-2) {^<'""-A<'''-^'}-/F(^)'^^-{<"t'>-<';r>}. 

• • • \ / ^ 

De. lä, ip[z) conservant le méme signe entré les limites de Tintégrale, on 
obtiendra, comme ci-dessus, 

(45) Ä« -<J= Aw, -A«,-^{Am.; -A«;}+ fi^{A<-A<j-... 

/ ,\ni 7^ ,(2m-2) / .xm + 1 »> 72m + l 

...+ L_LLi£pi^__^{ A<"'-«-A4'''»-«l+ —^ — '-^^ — {«Ä'-«Ä"I- 

1.2... (2r» — 2) ' "' '• ' I . 2 ... 2m I '1 f»* A+«* ) 
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Supposons ici (^) 

(46) 

d'ou O 



J^l 



u 



^0 



Aw„ — Aw^. =ff{x)dxj 



O De méme que cela a Hcu cd générai pour les intégrales définies nouA etuployons 
partout dans ce mémoire le signe 



^i 



X~Xi 



S/c^r) = Zf(^). 



r^Ta 



(*) En supposant 



JF(.r + z) dF{x + z) 



dz 



dx 



= /(c + «) on aura en general 






x+A 



J/(» + z)åz=jf{x + «)da; = .AP(a! + 2), 



• et 



W 



1 



X = T| 



F(ar + ;?). 



X — Xa 



Or, en mcttant 



a-=x, 



wi-.+t — '?4o+^- = ^/{•*' + 2^) = 2:/(iP + e), 



X = J-fl 



on aura, rintégration faite entré z et « + A-, 

An„+. - Amx.+. = I Tff{x + z)<k= I z:ap(^ + ^) 



X = Xo « 



x=ar, 



J- = T„ 



. = F{x + z)åz. 
C est ä dire, & Taide de (a) 
(b) A".r,+, — Aw,.^^., = //(.i; + Z)(h' . 

Jr/a inatlinnatini. ö. Iiiii»rimC' lö Ffvrior 1M:U. 
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et en general 








A<> - 


- A< - r-^\x,) 



r-''{r.), 



nous aurons la formule 



(47) h±f{x) =//-(^)rf.T-|{/-(r,)-/'(a-Jj + ^^V('-.)-/"(.To)}-... 



...+ 



(-ir.B„_ 



1.2... (2m — 2) 



lim— 2 / .'»'»+' p l*'"+l '1 



qui ii'exige pas nécessairement que Xi — Xq soit un inultiple exact de h. 

Dans le cas x-i — XQ = nhy en désignant par M^^ la pliis grande 

valeur numérlque de f^^^^^x) depuis x = Xq jusqu'a x = x^ nous aurons, 
abstraction faite du signe, 



Tf'"'\x + dh) 



< 



^l ^0 



M 



et partont 



h 



B.W 



(48) hllnx) =ff^x)dx-l[f{x,)-f{x,)\+^'^^^ 



(-1) .i^^,,/i {/t^"»-«)(a;J— /t^-»-^)(rr,)} + e.-^^ Ax, —x,)M,^. 

* I. 2... (2m — 2) »' ^ ^^ ' \ 0/1-- I.2...2W ^ ^ 0/ 2«i 

En comparant cette formule (48) aux formules (3) et (4) on voit que, 
pour obtenir, par développernent en serie, une valeur approximative de 



Ed difTércntiaDt r fois par rapport Ii 2?, étant en g(^*néral 



d'f{x + z) _ d V(;g + z) 



dz 



dx 



on aura enGn 



(c) 



A,/;,^,- A<V. =/"■-"('. + ^)-/'""(^. + ^)- 
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^f{x) dont la diffcrencc de la vraic valcur de 2^/'(»^) est nunieriquc- 

meiit < Sy il suffira en effet de calculer un terme de inoins de la 
serie en question que n'en cxigent les formulcs de Poisson. 



En supposant niaintenant dans (40) et (41) que u^^^^^^ ne change 
pas de signe entré ^ = o et ^ -= Ä, nous aurons 

Coninie {r(^) conserve le niéine signe depuis z = o jusqira z = A, de 
sorte que sa plus grande valeur nuniérique soit jrf -Aj, et sa moindre 
valeur zéru, nous aurons 

R = — 0.^(^1 /i) . Awf ">. (o < ö < i) • 

Quant a jr(-ÄJ, on en obtiendra facilenient la valeur a Taide de (25) 
et (21), ä savoir 



2'"^-^ I . 2 ... 2m ^ 



doii en fin 



(50) ij^(_:)».+..^.L_:zI._|^ 



2m 



Nous aurons donc le thcorcme suivant: 

Théoréme II. Soit Uj, une fonction quelconque de Xy continue de 
mémc que ses 2m -\- i premiéres dérivées depuis x jusquä x -{- h; soit 
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de plus la {2m + 1)^^'*"° dérivée toujours du niéme siyne entré ces 
Umites; la vcdeur de R dans la formule (40) ser a 



3m . it 1 *im 



Ii = (—i )'»+'. 0. =-^ ^^ . Am""'; 

\ / ^•iw— 1 I . 2 . . . 2m 



et partant nous auron^ 
(51) /m:= At^, — -.Ai^; + ^^.A< M_.Aw7 + ... 

\.;y X '2 ''1.2 ' 1.2.3.4 '' 

/ .\w iJ » '2111—2 ^'iwi T» i2m 

^ ( '^ -"».-ift _ Am"»-^' + (— I )'"■*■'. /?. ^^— i^ — ^^!i^!?^ . Am^' , 

' 1.2... (2m — 2) ' ' ^ ' 2 1. 2... 2m ' ' 

o<<?< I. 



De méine, en sjupposunt dans (44) que 

,-(2m + l) ./2m+l) 

conscrve toujours le inciiie signe depuis z r= o jusqu^a z = hy oii en tire 
facilement Texpression 

(52) A(„;-«;j = A«.,-AM,.-'i{AM;-A<} + |j^{A<-A«;:}— .. 

/ f\"» 1? TI 21/1—2 

. . . + ^~^ ,"•-' , I Am"»-" — A<"-*^ 
' 1. 2.. .(2m — 2) * *' '• 

+ (-0"'"'-<^^- , /. .,^ {A<->-A<'">i, (o<ö< I) 



d'ou, en faisant 



<+z — «x.+ . = ^f{jC + Z), 
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on obtieiidra 

. • (53) ^^tf{£) = /A^-)^?-^-i (A^J-A^o)l+ ?^(r(-^.)-r(i^.)} 

1.2.3.4 »' ^ i^' / \ o/I I I 1. 2. ..(2m — 2) I' v 1/ ' v o/f 



•i Ml . T» 1 2»« 



O I Ji h 



Cettc formule suppose que 



5:/^^'">(x + ^) 



conserve son signe depuis ^ = o jusqua z = h. En la coniparant a la 
formule (6), on trouvera facilement 

1° que dans notre formule le terme coniplcmentaire est couipris 
entré des limites plus reserrées; 

2° qu'il n'y est pas nécessaire que Xi — Xq soit un multiple exact 
de h. Il faut seulement observer que dans ce oas le merabre ä droite 



de (53) ne donne qu^une valeur particuliérc de Y^f{x); d'ou, pour en 
avoir la valeur générale, il faut la compléter par 

(54) S{x,) — S{x,), 

S{x) ctant une fonction périodique quelconque, telle que 

S{x + h) — S[x) = o. 

La formule (6) au contraire exige nécessairemcnt que Xi — Xq soit un 
multiple exact de 7*. 

3** La déduction de la formule (6) suppose que f^'^"'\x) conserve le 
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iiiciiie sigiic depuis x 
suffit que 



•^0 jUHqu'a X =^ Xi^ pour notre formule (53) il 



(55) 



Zr-'"X^ + '^) 



ne changc pas de signe depuis z = o jusqu'ä z = h. En effet, dans le 
oas oii Xi — Xq est un niultiple exact de Ä, il est evident que cela a 
toujours lieu, si f^'"'\x) conservc le nieine signe depuis x = Xq jusqu'a 
X = Xi; mais cela peut aussi avoir lieu sans cela. 



§ II. 



Kn ajoutant a (51) Texpression 



o_.(_i)-*> 



1.2... 2m 



B,nh 



*im 



I . 2 . . . 2m 



. Au^"'' 



on aura 



(56) 



hu: 



A«, — - . Am: — -'— . Au'; + -^' - . Au'/ —... 
" 2 ■' 1.2 ' ' 1.2.3.4 ■' 



•...+ (_ i)"'+>. ^ -^"'^'""— . Attf "' + (— 1)"'+' 



I . 2 . . . 2ltl 



d. 



3""- 1 

^*im— 1 



I 



.^^" — is.uf''' ; 



1.2... 2m 



et de nienie on tirera de (53) 



(57) h±f{x)=ff\x)dx-\\f\x.,)-f\x,)\ + ^J^[f'{x,)-nx,)] 






+ (— 0""^' 



0. 



2'"' -I 



.2m— 1 



B,,, A 



2 m 



1.2... 2m 



•/•(*»-»(.,,)_/-(»''.-»(^„)j. 
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Gette formule fait voir que, si dans le calcul de 

hTf{jc) 

on s'arréte ä un certain terme dti développetnenfj la valeur numériqne 
du terme compJémentaire ne stirpasse jamais celle du dernier terme. 



§ 12. 

En mettant dans (43) w + i a la placo de m^ et en eoniparant le 
resultat a (51), on aura 



» i2m+3 

^5^^ i.2...(2m + 2)-^'+''^ ~ 



d. 



2'"- I 
^2m- 1 



i .2 . . .2m J "^^ 



Donc, si les dcrivées 



,(2m+l) 



(2m+8) 






ne changent pas de signe depuis ^ = o jusqu'a z = hj et qu'elles aient 
le möme signe, il faut que 



2^"* — I 
^•-T2^;i3i I 



soit négatif, e'est a diro que(^) 



d. 



2'"»- I 



.2m- 



r = 0< ^ 



ce qui substitué dans (51) donnera immddiatement le theorerne suivant: 



(*) Il faut observer que nous dösignouB toujours par 6 une quantité positive dont 
on ne connatt que o < # < I . 
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Théoréme III. Soit w,^, une fonction gudcongue de x qui, de méme 
que ses 2m + 3 premieres dérivéeSy est coniinue depuis z = o jusquä 
z = h; supposons de plus qtie la (2m + i )**"*• et la (2m + 3)**°"® dérivées 

ne changeant pas de siffne entré- ces Hmites, soient toutes denx du me me 
slgne; dans ce cas nous aurons 

(59) äm;= Aw.,-|.A<+^.A<— j-f^.A«.r + ... 

T^ »2m— 2 Tj »2ro 

•••+(— 0~- ] r.Awl?'"-^^ -f (—ly.O.-^^ .Awr\ 

' ^ ^ 1. 2. ..(2m — 2) ' I \ y I.2...2W ' ' 

O < tf < I. 

De ménie, en mettant dans (47) tw -f i a la placc de m et en comparant 
le resultat a (57), nous aurons, a cause de 

'1 






cette formule 



(60) hTf{x)=ffix)dx-l[fix,)-f{x,)]+^[nx,)-nx,)} 



'o 

2m— 2 



T> r2m 

4.(_i)«.+t.<?._|L^_{/^«"-i)(a:,)_/^«"-»(3-.)} (o <<?<!) 

po«r /c ms OM 



(61) Tr^^T + z) et z/"<*"'+'-"(r + ^), 



o-A 
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ne changeant pas de signe dejpuis z = o jusqu'å z = h, ont toutes deux U 
méme signe. La formule (60) est précisément celle qui a été proposée 
par Jacobi (voir la formule (8)). 



Applicattona. (*) 

§ 13. 

Nous ferons maintenant quelques applications du dernier des théo- 
rémes proposés. 

Premiera application. Développement de log /'(a;). 
En multipliant par dx la formule connue 



QD 



dlogTjx) _ 
dz 



f-f-^) 



et en intégrant par rapport a rr, a partir de a; = i , on obtiendra 



00 



>o.'-W=/^[— i^S^] 



Supposons dans (59) ä = i et 



(62) 



00 



(*) Il De faut pas oublier quc ces applications ont été faites en 1 846, il y a 3^ ^Q»* 

Ada mathtnuUiea. 5. Iiupriuié 15 Février 1884. 5 
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d'ou 



(63) < = 



'^=M^-T^] 



et en general, r étant > 2, 



00 



«<;> = (- I) 



/r— a —XX 



cette supposition satisfera évideniment aux conditions du théoreme III. 
A cause de 

h 

o 

on aura pour le oas en question 



Au, = flög r {t + y)dy 



o 



et, en faisant x •■{- y = y^. 



x-\ 



Aw., =flogr(;y, + \)(ly, +/log/'(yi + i)dy, —flogFiif, + i)dyy 



o 



I. * 



O 



c'est a dire 



1 « 

A«<^ r^ flög r (i/t + I )</»/, +f\ogyi.dy; 



O 



d'ou enfin, en vertu d'une formule donnée par Raabe, savoir 



1 

/log /"(//i + ^)fhh ^ ^l0g(2r) — I, 
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on au ra 

Au^ = -log{27r) 4- x.logx — x, 



et partant 

Aw; = logx, 

et en general pour r > i 

X 

Pour ces valeurs de w^, Aw^,, Au'^. etc. le théorérae III donnera 
log/Yx) = -loff(2;r) + ix ) \ofrx — x -\ --^ H ^--r — ... 

^ ^ ^ 2 ^^ ^ ^ \ . 2/ ° ' 1.2 iU 3.4 «• ' 5.6 X^ 

*" "*" (2m — 3)(2m — 2) a:'"-' (2m — i)2m «'""' ' 

(o < <? < l) 
ou, en y ajoutant löga;, 

(64) losnx+.)=llogi2.) + {x + iy^^^ 

(- ir^..-i I (- I^^^i?., ^ 

'" "^ (2m — 3X2m — 2)* a;^'»-^ "*" (21» — i)2m ' x^""'^ ' 

O < <?< I. 

Cettc formule est généralenient applicable, quelle que soit la valeur 
positive de o?, ce qui n'est pas le cas pour les resultats que les niéthodes 
ordinaires donnent pqur le développement de logI\x + i). Leur point 
de départ étant ordinairement la formule 

'logr(.c + i) = log I + log2 + log3 + . . . + log:r, 
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le resultat n^est rigoureusement le développement de \ogr{x + i) que 
pour des valeurs entiéres de x. Quant aux analyses qui ne sont pas 
sujettes a cette restriction (p. ex. Celle de Cauchy et celle de Liouville), 
elles sont tout a fa it particuliéres pour le développement de log/^(a;+ i), 
et n'ont pas de relation avec la formule spmmatoire générale d'EuLBiu 
En posant pour abréger 

M(x) =^.- J?L.1.4.J?L.i 

^ ^ 1.2 a? 3.4 »■ "^ 5.6 «* 

* * * * (2m — 3X2W — 2) " ^2"»-3 ' (2m — i)2m ;p'~-^ * 
on tirera de (64), pour une valeur quelconque de x>Of Texpression 

r{x + i) = v^i^.of.c-^e^^'^; 
ce qui donnera successivemen t les relations suivantes 

r{x + i) > yj2itx.X'.e'''j 

^1 

r{x + i)<^2m.x\e-\e''^'% 



r{x + i) > ^2m.x'.e'''.e^'^ '.e 



X ^—x _1.3*x _ 3.4 'j:* 



Il 1 _j?! L II L 

,x ^— jf ,1.2 X , 8.4**» S.6':i* 



(^0? -|- I; \ y'2;r.c.iC .6 .e -6 .6 > 



Ces mémes relations ont déja été trouvées par Raabe pour des nombres 
entiers quelconques de a;. Ce géométre finit son mémoire (Journal de 
Crelle, t. XXV, p. 159) par ces möts: DSans doute elleg subsistent 
eiicore pour des valcurs fractionnaires et méme incommensurables; mais 
je n'ai pu réussir jusqu'a present a démontrer cela rigoureusementD 
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Deuziéme application. 



Supposons dans (59) Ä = i et 



(65) 



____r(a+_^)__ 
' r(b + x).r(a — b + x) 



ou a> b; nous aurons facilement, en vertu de (63), 






— [e~" — €-*' — g-(«-ft)' 



']• 



et généralement pour r > 2 



00 



<> = (— i)'-^ / i^Jll^ie-^' + c-^«-*>' — e-^)dz. 



Cette expression satisfera évidemment aux conditions du théoréme III, 
d'oii l'on conclut qu'en s'arrétant dans le développement de (65) a un 
certain termé la valeur numérique du reste ne surpasse jamais celle du 
terme suivant. Ce développement s'obtiendra sans difficulté a Taide de 
(64), qui donnera 






= — ^ log (2Jr) + (^a + .c + ij log(a + x) 



— ^6 + a! + ^^log(/> + a;)— (a— 6 + a;+ \)\o%{a—h-\-x) + x-\--^.qy{x) 
3.4 ^3\ ^ ' ' (2m— 3X2m— I) ^2m-3\ /T (2m— i)2m ^»»»-iv n 



i 
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011, pour abréger, .on a pose 

. . I I I 

^ ^ (a + «)* (6 + x)' {a — b + xf 

Supposons X = O] en écrivant g^ au lieu de gjt{o) et en faigant 

\ // \^j j 2 ifi 2^ :f8 I (2m— 3)(2m — 2) ^^'"^ (2m—i)2m -'*"»-i' 

nous aurons 

^^g A6 + ^)%-b +T) = - 1 ^^g(^^) + ('^ + O ^"g^ - (^ + i) ^°g^ 



-(a-b+'^\og{a--b) + N{q), 



et partant 



^^^^ r(6+ i).r(a-6+ I) V 27rb{a-byb\a-br''' 

Lorsqiie a et ft sont des nombres entiers, cette formule donne la valeur 
du coöfficient du (ft + 0*^""** ternie du développement de (m + ny. 

Si a = 2r et 6 = r, on obtiendra la valeur du coöfficient du ter me 
moyen du développement de (m + w)^''. En désignant ee coöfficient par F, 
on aura 

(69) . ^=S-'""'' 



oii 



^, v 2*-^! B, I 2*— I JB, I , 2'— I JB, I 
^^ '' 2 1.2 r 2' 3.4 r* ' 2* 5.6 r*" 

■ 

2 —I l?,„_i I . .m + 1 2 —I JB^ _^ 



.•. + (~'r ^^IZF-TT— ^^^^^--^zi+i-o 



22m-3 (2m — 3)(2m— 2) /'"»-s '^- ^ 2'''"~^ (2m — i)2w r 



• 2m— 1 



Sur la formule sommatoire d^Euler. 39 

Désignons par T le plus grand terme du développement de 

on sait que ce terme est le (wr + i)**"®(^), et partant nous aurons 

Quant au coöfficient d, il 8'obtiendra par (68) en falsant a = mr ■\- nr 
et 6 = nr; d'ou il resultera enfin 



(70) T =v/^^^!^±^.e«.(»» + «)""•+"% 

en posant pour abréger 

Ö— ^ v —^ v A- A- (— O"-^»-! „ I (— ir^'./».gm 

'^~i.2-*i 3.4-^»^^'-- + (2m-3)(2m-2)-^»'"-»^ (2m - i)2m •*^*'"-" 



(*) Ceci se démoDtre facilement de la mauiére suivante. Désignons par T^ le Ä'**"* 
terme dans le développement de (m + n)^^ '"^; on voit aisémcnt que 

(wr + nr )k-\ ^mr+nr-i *-! h, «^v^ I ^N 4,1. 
i;t — i^+i = 7 .m .n i^Ä" — nr)(m + n; — »i|. 

■ • 

Mais, å cause de 

(Ä: — «r)(wi + n) — n < o pour h ^ nr 
et 

(fc — nrXni + n) — w > o pour h > nr^ 

on trouvera immédiatement que, 

pour k^nr^ chaque terme est plus grand que celui qui le précéde immédiatement, 
pour h >> nr^ chaque terme est moindre que celui qui le précödc immédiatement: 

d^oii il s^ensuit que 

^1 <C ^2 <C • . • < Tnr < Tnr-\-\ 

et 

^«r+l > ^nr+2 > 2^„r + 3 ^ • • • ^ -* nr+mr+l 1 

c est å dire, que Tnr+i est le plus grävd terme. 
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ou généralement 



t^* =-i 



{m + n) m n 



La formule (70) donnera immédiatement 



(71) 



_Z J m + n ^,. 



(m + w) 



ce qui est Texpression du rapport du plus grand terme T du développe- 
ment de (m + n)"'*"^'"' au binöme (m + n)""'^"'* lui-méme. 

Avec la méme facilité, que nous avons obtenu la formule (68), en 
prenant pour point de départ la formule 



K = log 



r{b + x).r(a — b + x) 
r{e + x).r{a — c + x) 



nous aurions aussi trouvé 



(72) 



en posant 



r(b+ i).r(a-fc+ 1) _ Ma-^h) b\{a-by-' ^^^, 
r{c + I). r(a -c+ i) \ c(a-c)' c'.{a — ef ' 



B. 



N{P)=^,.P. 






OU généralement 



_ I . I I I 

o (a — 6) c (a — c) 



Si a, by c sont des nombres entiers, la formule (72) donnera Texpression 
du rapport entré le {c + i)**""® et le {b + i)**™* terme du développement 
de {m + n)", savoir 



v/ 



6(a — 6) 6' (a — 6) 



«— 6 c— b 

n 



c(a — c) c' (a — c) 



a— c r—b 

m 



.e 



iv(p) 
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v 

Les expressions, que nous venons de trouver, étant d'une grande 
importance pour le calcul des probabilités, ont été proposées par Laplace. 
Mais cet illustre analyste n'a pas remarqué que, les series dont il slagit 
étant divergentes, leur emploi n'est pas legitime, a moins que les limites 
des termes complémentaires ne soient détenninées. Cest ce qui peut 
toujours se faire a Taide de nos tbrmules. 



§ 15. 
Troisiéme application. 

Posons suivant Leg£ndre 



oo 



d log r(x) 
dx 



-/*(^-7S--) = ^'W' 



en faisant dans (59) h = 1 et 



00 



(73) «; = Z'{n + I —x) — Z'{n + x) = — I --^, (^-c+i-u _ «-(•+'>«), 



nous aurons généralement 



oo 



<> = — / il^ («-<"+»-)' + (_ i)'-.e-<"+'>'), 



d'ou Ton voit qiie les conditions du théoréme III sont remplies. De 
plus, la formule (73) donne 



Aj«, = fti'^^fdy = log 



n — X 



o 
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et généralement 

en faisant pour abréger 



(74) K= ' 



{x + n)' (« — nf 

Au inoyen de ces v.aleurs de ?4> ^^x? ^Kj ^tc. et a Taide de la formule 
connue 

(75) Z'(i+a)=i + Z'(«). 
on tirera immédiateinent de (59) 

(76) Z'(«-x)-Z'(« + ^) = log^-^^^ + ^i.6,-^.ft, + ... 






(o < <? < i) 

&^ étant déterminé par (74). La formule (76) subsiste pour toutes les 
valeurs positives ou negatives de rr, numériquement inférieures a n. 

Soit k un nombre entier positif ou négatif, dont la valeur nuuiérique 
•ne surpasse pas «; x étant tel que 

k > X > k — I , 
on aura, en vertu de (75), 

i = n-l 

Z\n-x) = Z'{k-x)+ S^^-- 



j 

I 

1 = 1: 

f = n— 1 < = !:— 1 



z'(» + .)-zx.-[*-x 1) + Srb+ S ii 



X 



<=»— 1 i = k—l 



=i+z'(,-[*-..i)+Srb-SÄ 



<-* t-1 
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d'oii, en soustrayaiit, 



<«»— 1 



Z'(n-x)-Z'{n + :c) = Z'{k-x)-Z'{.i-[k-x])-l+ § ^^ 



< = 1 



En substituant cette valeur dans (76), et en se rappelant que k> x> k — i, 
et de plus que 

Z\k — x) — Z'(i — [k — -^j) = — ;r.cotg(A; — x)?: = tt. cotgrrXy 
on au ra 



i=«-i 



, n — « I • X ^^ 2x 



<=1 



.»» r> / wX^w + l 



■*"T-^2— ^ -»i-t-... -h . 2m — 2 •^2m-2 -h 2m -^"»^ 

oii ft^ est donné par (74). Cette formule est applicable pour toutes les 
valeurs de Xy positives ou negatives, non entiéres et non supéricures an. 
Dans le cas oii x ^est un nonibre entier < tiy les deux membres de {yy) 
deviennent infinis; mais on démontrera facilement que, x convergeant 
vers un nombre entier /i < fiy le rapport des deux membres convergera 
vers Tunite. Donc, généralement la formule (77) subsistera pour toutes 
les valeurs positives et negatives de rr, inférieures ä n. 

De cette formule générale, qui (je crois) n'a pas été proposée jusqu'ici, 
on tirera, en faisant n = 00, la formule connue 



i=sco 



.Tcotg^rr^i-S^yi^ 



i^l 
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§ i6. 



Quatriéme application. 



En faisant dans (59) h = i et 



K = log 



'" -^^i;^ ^ "' I =/ 3 (^' + '"■ - ^'' 



{^>y) 



les conditioiis du théoréme III sont satisfaites. Il 8'ensuit qu'en s'arrétant 
ä un certain terme du développement la valeur numérique du reste ne 
surpasse jamais celle du terme suivant. Donc, en faisant a; = un nombre 
entier », on tirera de (64) 



(78) log 



r(n-y).rXn + y) 



= (n-yiog(i-^;)-y.log^+i, 



en posant pour abréger 



■^""1.2-"» 3.4'"»"*"*'- "•■ (2m — 3X2TO- 2)- "»•»-»"'" (2m— 1)2»» •'*»"-i' 



oii généralement 



a, = 






(n + yY (n — yf 



n 



La formule (78) subsiste pour toutes les valeurs positives ou negatives 
de y inférieures ä ». 

Soit A- un nombre entier positif ou négatif, dont la valeur numérique 
n'est pas supérieur a n, et soit y tel que 

k> y > k — I, 
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on aura, en vcrtu d'une propriété connue la fonction f , 
log/'(n-y) = log/'(Ä;-i^) +^. S log(»-y)% 



<=n— 1 



log r(n + !,) = log /'(I - [k-y]) + ^log// + I S log(i + yy 



i = k-l 



+ i Slog(i'-y')% 



et partant 



\og[rin-y).r{n+y)\ = \og[r{k - y) . /'{i - [Ä-y])} 



< = n— 1 



+ llogf+ S log(é'^y7. 
En substituant cette valeur dans (78) et en se rappelant quc 

« 

on obtiendra 

- loff . .,!^ = 2 log r(n) log y^ S log (i^ — i/f 

+(''-^)i"8(.-:-:)-y.iog^:+£. 



d'ou 



sin" sy = 



^,,, _,,.(, _v^)-(, _^)-... (. _^)'._^. (»^.)-, 
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et enfin 



-(■-^(■-9('-|^)---(--5r^)-73|^-C^:)'- 

\ ny 

formule qui subsiste pour toutes les valeurs positives ou negatives de t/, 
inférieures a n. 

De cette formule remarquable, qui (je crois) ii'a pas etc encore 
proposée, on tirera immédiatement, en faisant n = co, la formule connue 

Upsala le 20 Avril 1846. 



BEWEIS EINES SATZES 

AUS DER MANNIGFALTIGKEITSLEHRE 

VON 

EDVARD PHRAGMÉN 

in STOCKHOLM. 

Hr. Bendixson hat im zweiten Bände der Acta Mathematica unter 
anderen auf die Theorie der Piinktmengen sich beziehenden Sätzen auch 
den folgenden gegeben: 

Ist P dne beliebiffe Punktmevge und U die erste Zahl der dritten 
Zahlenklasse des Hrn, Cantor, so hat die Menge P — P^*^ die erste MäcJi- 
tigkeit. 

Den Beweis giebt er daselbst nur fttr den speciellen Fall einer li- 
nearen Punktmenge, d«utet aber an, es könne derselbe auch im allgemei- 
nen Falle in analoger Weise geftihrt werden. Wie dies geschehen känn, 
will ich hier zeigen — nach einer Methode, die einfacher zu sein scheint 
als die, welche Hr. Bendixson selbst gebraucht. 

In der That, man nehme eine unendliche Folge positiver Grössen 

Oij 0.2y • • • 9 O^j • • • 

im Ubrigen willktirlich, jedoch so an, dass imraer (7„ > <?„^, und dass 

lim (?. = o 






ist Ferner definire man die Punktmengen 

Vm Vsj • • • > V«> • 

Aeia matftetnatiea. u. Inipriiiié 15 Förrier 18S4. 
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durch die Bestimmung, dass Q^ die Gesammtheit derjenigen Punkte von 
p/ — p{G) g^jy^ g^jj^ ^j^ ^gj, Bedingung entsprechen, dass die uotere Grenze 

ihrer Eiitfernungen von den Punkten der Menge P^^ grösser als ^„, aber, 
wenn w > i, kleiner öder gleich <?„_i ist. Mit der Entfernung eines 
Punktes {Xi, x^y ..., x„) von einem Punkte (a;J, rrj, ..., x'^) ist hier wie 
gewöhnlich der Ausdruck 



gemeint, jedoch mit der Modifikation, dass wenn eine der Grössen x[j rc^j^-v^n 

den Wertli co hat, die entsprechende Differenz x^ — xl. gegen — ausge- 

tauscht werden soll. 
Es muss dann 

sein, denn ein Punkt von Qf^ mllsste auch zu P^^ gehören und es mOsste 
die untere Grenze der Entfernungen der Punkte von Q„ von diesem zu 
P^^ gehörigen Punkte gleich Null sein, was nach der Definition von Q^ 
nicht sein känn. Die Menge Q„ ist also eine abzahlbare und dies ist 
somit auch mit der Menge 

der Fall. 

Nun ist aber 

Ftlr jeden Punkt der Menge P -^ P^^ muss nämlich — da jeder Grenz- 

punkt von P-^^ auch ein Punkt dieser Menge ist — die untere Grenze 

seiner Entfernungen von den Punkten der Menge P^ einen von Null 

verschiedenen Werth haben, und er muss daher zu einer gewissen Menge 

$„ und somit auch zu Q gehören. Jeder Punkt von Q aber gehört nach 

der Definition dieser Punktmenge nothwendig auch zu P — P^^\ 

Es ist also 

p pä) 

eine abzahlbare Punktmenge. w. z. b. w. 

Der obicre Be\yeis crilt auch noch fftr den Fall unc^eändert, wo 
iTj, o^o, . . . , .T„ komplexe Verilnderliche bezeichnen. 



ALLGEMEINE UNTERSUCHUNGEN OBER 

RECTIFICATION DER CURVEN 

VON 

LUDWIG SCHEEFFER 

In Mi^KOHBH. 



Die folgenden Untersuchungen wiirden veranlasst durch das Studium 
einer merkwOrdigen Funktion. Dieselbe ist ftberall stötig, ihr Differential- 
quotient (und auch das Quadrat desselben) besitzt aber in jedera noch so 
kleinen Intervall dieselbe von o verschiedene Schwankung, sodass dem 
bestimmten Integral 

unter Zugrundelegung der RiEMANN'schen Definition eine Bedeutung nicht 
zukommt. Dennoch geht aus geometrischen Betrachtungen auf das 
Unzweideutigste hervor, dass die durch jene Funktion definirte Curve 
zwischen je zweien ihrer Punkte eine ganz bestimmte endliche Länge hat. 
Daraus folgt, dass der Begriff der Länge einer Curve nicht von dem 
Umstande abhängig sein känn, ob jenes bestimmte Integral Sinn hat, 
öder nicht. Die von Herrn du Bois-Reymond(') gegebene Definition der 
Länge einer Curve ist also jedenfalls zu eng. 



(^) Mathematische Annalen, B. 15^ P&g< 287. 

Aria mathemaiica. 5. Iinprini6 11) Mars 1884. 
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Hiermit drftngt sich die Nothwendigkeit einer allgemeineren Definition 
des Begriffes y>Uugei> und gleichzeitig die Frage nach den nothwendigen 
und hinreichenden Bedingungen auf, denen eine Funktion f{x) gentlgen 
muss, damit die durch die Gleichung y = f{x) definirte Curve zwischen 
zweien ihrer Punkte eine bestimmte endliche Lange. habe. 

Die Beantwortung dieser Frage för den Fall, daas die Funktion f{x) 
von x^ bis x^ eindeutig gegeben ist, biidet den Inhalt dieser Abhandlung. 
Es werden dabei weder öber die Stetigkeit, noch tlber die Differentiirbar- 
keit von f{x) irgend welche Voraussetzungen gemacht. 

Die Resultate, welche in den Theoremen I — VII zusammengefasst 
und an Beispielen erläutert sind, zeigen, dass die Existenz der Länge einer 
Curve in keiner Weise von dem Umstande abhangig ist, ob die Curve 
im AUgemeinen eine Richtung besitzt, öder nicht. Wir werden zur 
besseren Beleuchtung dieses Gegenstandes in einer spftteren Arbeit Curven 
definiren, welche eine bestimmte L&nge zwischen je zweien ihrer Punkte 
besitzen, obgleich die Gesammtheit der Stallen, wo kelne Tangente existirt,' 
in jedem Intervall von der Mächtigkeit des Linearcontinuums ist 



1. 

Wir geben in dieser Nummer die* Definition einiger Begriffe: 
j)LangeD, »derivirte Funktionen», »Richtungsschwankung}). 
Es sei y = f{x) eine in dem ganzen, Intervall x^^^ eindeutig gegébene 
Funktion. Wir nehmen eine endliche Anzahl von Werthen x an, deren 
kleinster x^j deren grösster x^ ist und bezeichnen dieselben, nach der 
Grösse geordnet, mit x^^j a?„, iCj,, ..*, die entsprechenden Werthe von 
y mit y^^j y,\, y^,, ... Es sei ferner 

« 

A = , ir ^(^1. r+l — <^i. rf + (yi. r+1 — .Vi, r)', 

a 

wo auf der rechten Seite tiber alle x^^^ von x^ bis x^ zu summiren ist. 
Nun schieben wir zwischen je zwei der Punkte • Xi^ ^ i^eue, wiederum in 
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endlicher Anzahl, ein und bezeichnen die Gesammtheit der schon vor- 
handenen und der neu hinzutretenden Werthe x in der Reihenfolge ihrer 
GrOsse mit a?,^, x^^, a?„, ..•, die enteprechenden Werthe von y mit 
yao> y«i> ^22» • •• Es sei dann wiederum 

i, = 2L V^C^, ,+ i — .Tj. rY + (^2. r+l — y... r)\ 
r»0, i| ... 

wo die Summe auf der rechten Seite sich tlber alle x^^^ von Xq bis x^ 
erstrcckt. Durch Einschiebung neuer Punkte und Zusammenfassung der- 
selben mit den fröheren entsteht eine dritte Reihe x^^, x^^j x^^j ... und 
eine entsprechende Grösse L^. Hiernach ist klar, was unter der Reihe 

^no ? ^ni ? ^n2 j • • • ; Ifnfi j Vnij !/n2 j • • • ^^^ dcr Grösse L^ zu verstehen ist. 

Das Gesetz, nach welchem die Theilung der Abscissenaxe fortschreitet, 
nehmen wir ganz beliebig an und unterwerfen es nur der einen Be- 
dingung, dass alle DifiFerenzen ir^,r+i — ^».r ™t wachsendem n unendlich 
klein werden. Genauer: Nach Annahme einer beliebigen positiven Grösse d 
soU n itntne^' so zu bestimmen sein, dass die Differenzen x^^^^x — ^\,r sämmt- 
lich hleiner als d sind. 

OflFenbar ist allgemein ^n+i^-^n- Es nähern sich daher nach einem 
bekannten Satze die Grössen i„ mit wachsendem n entweder einem be- 
stimmten endlichen Grenzwerthe, öder sie werden unendlich gross> Tritt 
der erste Fall ein, so bleibt die Möglichkeit oflfen, dass bei einer anderen 
Wahl der Theilpunkte die Grössen i„ sich entweder einem anderen endlichen 
Grenzwerthe nähern öder unendlich gross werden. Wir geben nun folgende 

Definition. Die durch die Gleichung y = f{x) definirte Curve hat 
zunschen den Punkten, x^, y^ und .r^, y^ die Länge L, wenn die Grössen 
L^ sich het jeder Wahl der Theilpunkte de^tisélhen etidlichen Grenzwerthe L 
nähern. Anderen falls kommt der Curve eine Länge nicht zu.{^) 



(^) Diesc Definitioo der Länge ist im Wcsentliohen gleichbedcutcod mit der von 
DuHAMEL angegebencn. (Vergl. Stolz: Vber die Bedeutung BoLZAfiO^ in der Geschichte 
der Infinitesimalrechnung. Mathematische Annalcn B. l8 pag. 2 70). Sie lässt sich 
VvoIIständig auf dieselbe reduciren, wenn man der Auffassung der Curve als eines Continuums 
dadnrch Ausdruck giebt, dass man die Funktion f{x) an den Sprungstellen alle zwischen 
f{x — o) und f{x + o) gelegenen Werthe annehmen lässt. Wir baben es vorgezogen, die 
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Die zweite Definition, von welcher im Verlauf dieser Untersuchungen 
vielfach Anwendung gemacht wird, ist diejenige der ^derivirten Funk- 
tionen 1 . Wir werden, abweichend von dem bisherigen Gebrauch, bei einer 
ganz willktirlichen, stetigen öder unstetigen Funktion f{x) an jeder Stelle 
von derivirten Funktionen sprechen und darunter die Unbestimmtheits- 
grenzen des vorderen und hinteren Differentialquotienten verstehn. 

Wenn nämlich die positive Grösse h beliebig angenommen wird, hat 
die Gesammtheit der Grössen 

fix + h')- fix) 

wenn K alle zwischen o und A gelegenen Werthe erliÄlt, eine bestinimte 
obere und eine bestinimte untere Grenze. Nattlrlich ist der Fall, dass 
eine dieser Grenzen, öder beide, unendlich gross sind, nicht auszuschliessen. 
Bezeichnen wir för den Augenblick die obere Grenze mit D^^, die untere 
mit D; , so ist f ttr \ <h stets Dj,^ < B^ und Di^ >^ -Di . Es nahert sich 
daher die Grösse D^ mit abnehmendein A entweder einer bestimraten end- 
lichen Grenze, öder sie ist beständig + oo, öder sienimmt unbegrenzt ab 
bis — oo . Ebenso nahert sich 2>i entweder einem bestimmten endlichen 
Grenzwerth, öder ist beständig — oo , öder nimmt unbegrenzt zu bis 
+ 00. In jedem Falle sind die Grenzwerthe 



lim Bf, und lim 2)^ 

A»0 A»0 



vöUig bestimmt. Wir bezeichnen dieselben mit B^f{x) xxnd B^f(x) und 
nennen sie die ^vordere obere* und die ^vordere untere Berivirte* von f{x). 

Es ist hiemach ohne Weiteres klar, was uAter der * hinteren oberen 
Berivirten* B~f{x) und der * hinteren unteren Berivirten* 'B^f{x) zu ver- 
stehen ist. 

Der vorwftrts genommene DiflFerentialquotient f+{x) hat an denjenigen 
Stellen x einen bestimmten Werth, wo B^ = B^ ist, der rftckwftrts ge- 



Funktion fi^^) Uberall eindeutig bestimmt voraaszusetzen und erst vermittelst unserer 
eigentbttmliohen Definition der »Länge» die Ånscbauung von der Gontinuitftt der Curve au 
den Sprungstellen der Funktion f{x) rum AuBdruck xu bringen. 
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nominene f^{x) an denjenigen Stellen, wo D" = D_ ist; und zwar wird 
im ersten Falle f\{x) = D+ = D+ , im letzten Falle fL{x) = 2)- = D_.(^) 

Der dritte BegrifF, den wir definiren mUssen, da er in den folgenden 
Untersuchungen gebraucht wird, ist derjenige der ^ Richtungsschwankung ^ , 
Wir unterscheiden die ^ Bichtungsschvankung einer Curve an einer StéUe 
Xj y> von der ^ BÅchtungsschwankung in der Umgebung einer Stdle a;, y>. 

Wir sägen, die BicMung der Curve y = f[x) schwanke an der Stdle 

Xy y zwischen den Winketn a und a' ( — - <oi <-, — - ^ol' <-) y wenn 

die grössere der beiden Grössen I)^ und D~ gleich tga, die kleinere der 
Grössen 2)^. und D_ gleich tg a' ist. Die Differenz a — a' nennen wir die 
Bichtungsschwankung der Curve an der Stdle x^ y. 

In dem Intervalle x — A bis i; + A, aus welcbem nur die Stelle x 
selbst ausgeschlossen sein soll, hat von den eben definirten Winkeln a 
und a' der erste eine oberé Grenze a^^, der zweite eine untere Grenze a„. 
Wenn A abnimmt, nimmt a^ nicht zu, a^ nicht ab, es haben daher beide 
Grössen Grenzwerthe för A = o. Wir setzen 

B = lim oLh und ^ = lim a^ 

und sägen, die Bichtung der Curve schwanke in der Umgebung der Stelle 
Xy y zwischen ji und ^. Die DiflFerenz y9 — ^ heisse Bichtungsschwankung 
der Curve in der Umgebung der Stdle rr, y.(*) 

Schliesslich nennen wir Gesammtschwankung der Bichtung im Inneren 
eines Intervalles die Grösse y — fy wenn y die obere Grenze von a, ;^ die 
untere Grenze von a' im Inneren des Intervalles ist. 



(*) Herr du Bois-Reymono neont die Grösseu Z>+, D^^ Z>~, />_ passend i>Un- 
bestimmtheitsgreozeni» des vorwärts und riickwärts genommeDeD Diffcrentialquotienteo. Wir 
liaben die neue Bezeichoung »derivirte FuDktioneoi» der grösseren KUrze* wegen eingefUhrt. 
Die Symbole D^^ D^^ Z>~~, />— schliessen sich unmittelbar an diese Bezeichnung an and 
sind daher von nos den Symbolen des Herrn Dini /(, Å^ J', Å' {Fondamenti per la 
teorica ddU fumioni di variabUi reali pag. 190) vorgezogen. 

(') Die Riohiungsschwaoknng an der Stelle x^ y ist keineswegs immer gleich der 
Richtungssehwankung in der UmgebuDg dieser Stelle. £s lassen sich leicht Beispiele 

angeben, wo die erste gleich o, die zweite gleich t: ist (z. B. y = x^ sin— fllr x = 6), 

X 
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2. 

Theorem I. Ist die in dem Intervall x^x^ uheraU eindeutig gegébene 
Funktion f{x) stetig und blelben aUe Grössen L^ bei irgend einer Wahl der 
TheUpunkte unterhalb eifier endlichen Grösse G, so Ueiben sie auch hei jeder 
anderen Wahl der Theilpunkte unterhalh dieser Grösse, und L^ hat fUr 
n = oo den von der Wahl der Theilpunkte unabhängigen Grenzwerth L. Die 
durch die Gleichung y = f{x) definirte Curve hat dso in diesem Falle 
zunschen den Punkten x^y y^ und x^, y^die hestmmte Länge L.{^) 

Theorem II. Ist die in deni Intervall x^x^ Hberall eindeutig gegébene 
Funktion f{x) unstetig, so ist fur die Existenz einer Länge, d. h, eines von 

der Wahl der Theilpunkte unabhängigen endlichen Grenzwerthes limL^ = L 

»»=-00 

nothwendig, 1) dass fur jeden dem Intervall ang^Jwrigen Werth x die Grössen 
f(x + e) und f{x — s) mit verschwindendem s sich bestimmten endlichen 
Grenzwerthen f(x + o) ttnd f(x — o) ndhern; 2) dass fär jeden Werth von 
X der Werth der Funktuyti f{x) zwischen f(x + o) und f{x — o) liegt öder 
mit einer dieser Grössen zusammen fällt ; • 3) dass die Werthe x, fur welche 
f{x + o) nicht gleich f{x — o) ist, eitie endliche öder abzählbar unemUiche 
Menge bilden; {^) 4) dass die Summe der absoluten Beträge der Differenzen 
f{x + 0) — f{x — o) efuJUich ist. Sind umgekehrt diese vier Bedingungen 
er fullt, so hat die durch die Gleichung y = f(^x) definirte Ourve eine Länge 
L, wenn die Grössen L^ bei irgend einer WaJd der Theilpunkte unterhalb 
einer emllichen Grösse G bleiben. 



O Der von Duhamel' gegébene Beweis dieses Theorems umfasst our diejenigen 
CurveD, welche an jeder Stelle sowohl nach vorwärto, als naoh rUckwärts eine bestimmte 
Kichtung haben. Desgl. der Beweis von Herrn Stolz (I. c. pag. 271). 

O Unter einer Dabzählbar unendlichcn» Menge verstehn wir eine solche, deron Ele- 
mentc sich den Elementen der natUrlichen Zahlenreihe I, 2, 3, ... eindeutig zuordnen 
lassen. Wir bemérken diea ausdrticklich, weil Herr G. Cantor jenem Begriffe, den er 
ursprlinglich in der angegebenen Weisc definirte, später eine erweiterte Bedeutnng gegeben ' 
hat (Mathematischc Annalen, B. 21, pag. 55^) Note). 

Es sei noch erwähnt, dass die im Theorem II enthaltene Bcdingung 3), gen^iu go- 
nommen, UberflUssig ist, da sie — was wir erst während des Druokes erkannt haben — 
durch die Bedingung l) bereits mitgegeben ist. Die von Herrn du Bois-Reymond (I. c.) 
aufgestellte Forderung, dass die Unstetigkeiten nicht ]>pantachisch]> sein sollen, erweist sich bei 
unserer Definition der Länge als unwesentlich (Vérgl. das Beispiel auf S. 61 dieser Abhandlung). 
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Beweis van Thearem J. 

• 

Es entspreche irgend einer Wahl der Theilpunkte die Reihe i, , i, , ... 
Nach Voraussetzung sind alle in dieser Reihe vorkommenden Grössen 
kleiner als G. Da ausserdem allgemein L^^^ > L^ ist, mössen die Grössen 
i^, wie schon in § i bemerkt wurde, eine obere Grenze haben, der sie 
sich beliebig nähern, die sie indess nicht tiberschreiten. Diese Grenze sei L. 

Wir nehmen nun irgend welche anderen Theilpunkte an und be- 
zeichnen die denselben entsprechenden Grössen mit gestriehenen Buch- 
staben : x^^^j x'^iy . . . , ^no ^ Vnxy • • • > i^n • Es lässt sich zeigen, dass keine 
der Grössen ij. grösser äls L sein känn. 

Sind a?ioj ^«i> •••> ^i.p+i di^ der Grösse L'^ entsprechenden Theil- 
punkte (also irj^o = ^oj ^n.p+i = ^i)> so ist nach der Definition 

Nehmen wir jetzt eine positive Grösse d beliebig an, so körinen wir zu 
jeder Grösse a;i^(r = i, 2, ..., jp) vermittelst einer Ungleichung 

rr,;, — e^<x <x'^^ + yj^ 
ein Intervall i^^ bestimmen, welches erstens eine von o verschiedene Länge 



besitzt, die kleiner als - ist, welches zweitens keinen der Punkte rr^,oj Kiy ••• 

ausser xl,^ enthalt, und innerhalb dessen drittens die Schwankung von f{x) 

kleiner als - ist Ist dies geschehen, so können wir ferner die Zahl m 

so gross annéhmen, dass in jedem der p Intervalle i„i, i^^, ..., i„p mindestens 
zwei Punkte der Reihe x^^ , x^^y ... liegen. Dann Avird folgende Relation 
ibestehen: 

■ ■ • 

Sind nämlich x^^^ und rr,«,a+i zwei auf * einander folgende Punkte der 
Reihe ir,„,, ir,^,, . . ., welche beide im Intervall /„,. liegen, und ersetzen wir 
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in dem Summenausdruck fQr L^ das Glied, welches die Entfernung des 
Punktes rr^, y^^ vora Punkte ir„,a+u ym.a+i ausdrtlckt, durch die Summe der 
Entfernungen dieser beiden Punkte vom Punkte x'^^j yi^; und fcihren wir 
dasselbe fQr alle p Intervalle i^^. aus, so erffthrt die Summe • L^ einen ' 
Zuwachs, der kleiner åls 2Y2d ist. Die neue Summe ist aber mindestens 
gleich L'^y da an der Stelle der geraden Linien, aus deren Lärlgen L^ 
zusammengesetzt ist, hier gebrochene Linien stehen. Demnach gilt in der 
That die Relation 

Da L nicht kleiner als L^ ist, muss um so mehr 
werden. Die Grösse «? war aber beliebig angenommen. Also ist auch- 

Hieraus folgt in Verbindung mit der Relation L'^^^ ^-^«> ^^^^ ^^^ Grössen 
L'^ mit wachsendem n sich einem bestimmten Grenzwerth IJ nilhern. 
Wegen der eben gefundenen Relation känn L' nicht grösser als L sein. 
Da wir aber jetzt oflEenbar in den vorhergehenden» Betrachtungen die 
gestrichenen und die ungestriehenen Buchstaben mit einänder vertauschen 
dQrfen, folgt, dass auch- L nicht grösser als L' ist. Also ist L = L'. 
Hiermit ist das Theorem I bewiesen. 



Beweis vmi Th^areni II. 

Dass die Bedingungen i) bis 4) fQr die Existenz einer Lftnge nach 
unserer Definition nothwendig sind, ist unschwer zu erkennen. 

Angenommen, es sei lim/'(;r + s) för irgend einen Werth von x un- 

bestimmt. Dann Iftsst sich eine von o verschiedene Grösse c angeben 
von der Art, dass nach Annahme einer beliebig kleinen Zahl s stets 
eine noch kleinere Zahl e^ zu finden ist, fftr welche der absolute Betrag 
der Differenz fix- + e) — fix + sJ grösser als c wird. Gehen wir nun 
von einer Zahl b aus, bestiminen zu derselben e^ , zu e, auf dieselbe 
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Weise s^ u. s. w., so wird die Grösee L„, wenn wir s, Sj, ..., s„ als Theil- 
punkte annehmen, grösser als en, Es existirt ako kein endlicher Grenz- 
werth limi„. Hieraus folgt die Nothwendigkeit der Bedingung i). 

Hat f{x) an irgend einer' Stelle einen Werth, der um die von o ver- 
schiedene Grösse c grösser als die grössere der beiden Grössen f(x + o) 
und f(x — o) (öder kleiner als die kleinere derselben) ist, so wftrde, falls 
\\mL„ = L wäre, AVenn imter den Theilpunkten der Punkt x nicht vor- 

kommt, durch Einschaltung dieses Punktes lim i„ = Z + 2C werden. Der 

n=oo 

Grenzwerth wäre also von der Wahl der Theilpunkte abhängig. Hieraus 
folgt die Nothwendigkeit der Bedingung 2). 

Wenn wir eine beliebige Zahl c annehmen, so dttrfen diejenigen 
Unstetigkeitsstellen , an welchen der absolute Betrag der Diiferenz 
fix + 0) — f{x — o) grösser als c ist, nicht in unendlicher Menge vor- 
handen sein,. da sonst durch Annahme von Theilpunkten x + s und x — b 
die Grösse L^ beliebig gross gemacht werden könnte. Die Unstetigkeits- 
stellen sind also, wenn eine Länge existirt, nach der absolnten Grösse |5| 
jener Diflferenz abzahlbar. Falls sie in unendlicher Anzahl vorhanden 

00 n 

sind, ist die Summe J^Uvl endlich, da die Sumrae S IsJ offenbar ftir 

beliebiges n kleiner als L ist Hiermit ist die Nothwendigkeit der Be- 
dingungen 3) und 4) nachgewiesen. 

Sind aber diese 4 Bedingungen erflUlt, und bleiben bei irgend einer 
Wahl der Theilpunkte die Grössen L^j i^ , ... sammtlich unterhalb einer 
endlichen Zahl ö, so bleiben sié auch bei jeder beliebigen anderen Wahl 
der Theilpunkte unterhalb dieser Zahl und haben einen von der Wahl der 
Theilpunkte unabhängigen Grenzwerth L. 

Nehmen wir namlich zunächst an, dass an allén Unstetigkeitsstellen 
die Funktion f{x) entweder gleich f{x + o) öder gleich f{x — o) sei, so 
lasst sich der flir das Theorem I crbrachte Beweis mit einer unbedeu- 
tenden Modifikation auf unseren Fall anwenden. Diese Modifikation be- 
steht darin, dass eine der dort mit e^ und tj^ bezeichneten* Grössen gleich 
Null gesetzt wird, so oft x'^^ ein Unstetigkeitspunkt ist ; und zwar die Grösse 
s^, wenn /"«,.) = f{x'^,, + o), die Grösse ^^, wenn /"«,.) = f{x\^^ — o) ist. 

Hat aber f{x) an den Unstetigkeitsstellen irgend einen zwischen 
f{x + o) und f{x — o) gelegonen Werth, so föhren wir eine zweite Funk- 

Ada vmtheiiuttim. 5. luiprim^ 22 Mars 18t<4. 8 
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tion P['x) ein. Dicselbc soll im Allgemeineii gleich f[x) seiii und nur 
an den Unstetigkeitsstellen andere Werthe haben, welche ebenfaHs zwischen 
fix + o) und f{x — o) liegen öder aueh mit einer dieser Grössen zu- 
sammenfallen. Bilden wir dann bei Zugruudelegung dersélben Theilpunkte 
der Abscissenaxe die beiden Reihen Z, , L^j ... und i} , ij , . .'. , so 
ist lim {L\ — Z„) = o. 

n=«oo 

Es sei namlich d eine beliebig kleine Zahl. Die- Unstetigkeitspunkte 
seien nach der absoluten Grösse der Sprttnge s, d. h. der Diflferenzen 
f{X' + o) — f{x — o), geordnet. Dann känn p so bestimmt werden, 

dass S U^l < (? wird. Wir bezeichnen die den Sprftngen 5,, s^^ ..., s^ 

enteprechenden Werthe von x mit x^j x^j . . . , Xj,. Nun sind offenbar 
in den Summenausdrttcken fttr L^ tmd Ll nur diejenigen Glieder 
von einander verschieden, welche die Entfernung E eines Unstetigkeits- 
punktes von einem anderen Punkte der Curve (der auch Unstetigkeits- 
punkt sein känn) ausdrftcken. Die Differenz zweier entsprechenden Glieder 
von L^ und ii ist aber höchstcns gleich \s\ + \s'\, wenn s und 5' die 
den Endpunkten von E entsprechenden Sprtinge sind. Demnach ist die 
Dififerenz von L^ und Ll nicht grösser als 2d plus der Summe der ab- 
soluten Beträge derjenigen DiflFerenzen 

[V(^«, r — a:„. r-lY + (y., r " Vn. r-l)' + V(^«. r+1 — ^n, r)' + {Vn, r+1 " ^«. r)'] 
— [VK. r — i^n, r-lY + (j/i. r " !/l r-l)' + V^. r+1 " ^«. r)' + {vl, r+1 — l/l, r)'] , 

in welchen x„^r einen der Werthe a:^, x^^y ..., iTp hat. Es ist aber 
leicht sichtbar, dass n^ so bestimmt werden känn, dass fttr w >^ w, 
diese letztere Summe, welche höchstens aus p G Hedern besteht, kleiner 
als d wird. Man braucht nur n^ so gross anzunehmen, dass fttr n>^n^ 

jedes Glied kleiner als - wird, was immer möglich ist. Demnach wird 

fttr n>^n^ 

\Ll-L„\<3d. 

d war aber willkörlich. Folglich ist 

lim(Li — L„) -= o. 
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Bleibt nuij, was in Theorein II vorausgesetzt wird, bei irgciid einer 
Wahl der Theilpunkte L^ unterhalb der endlichen Zahl (t, so ist WmL^ 

n=»oo 

bestimmt uiid gleich L. Also wird, da lim(iyi — '• L„) = o ist, auch 
liiriLi = L. Gebeii wir f\x) an den Unstetigkeitsstellen den Werth 
f(x + o), so wird, wie vorhcr gezeigt, bei jeder anderen Wahl der Theil- 
punktc ebenfalls l\m{Ll) = L. Folglich wegen der Relation 

liin[(il)-(i„)] = o 

wiederuni auch lim(-L^) = L. D. h. der Werth von \\inL„ ist von der 
Wahl der Theilpunkte unabhängig. 

Hierinit ist das Theorem II in allén Stacken bewiesen. 



3. 

Die Untcrsuchungen ttber dic Existenz der Länge unstetiger Funk- 
tionen lassen sich auf Untcrsuchungen tiber stetige Funktionen zuruck- 
fnhren. Hierzu dient das folgende 

Theorem III. Wenn die im Intervall x^x^ uberdll eincUutig gegébene 
unstetige Funktion f{x) den im Tkeorefn II gestdlten Bedingungen 1) bis 4) 

genugt, so definiren wir eine Funktion ^{x) = Hs, wo die Summe sich (iher 

alle diejenigen Sprunge s = f{x' + o) — f{x' — o) erst^reckt, fur wélche 
JCq <^x' < X ist, tvozu fur den Fall, dass x selbst eine Unstetigkeitsstdle ist, 
noch die Differenz f{x) — f{x — o) hinzufritt. Bann hat die durch die 
Gleichung y = f(^x) definirte Curve zwischen den Punkten x^, y^ und x^, y^ 
eine Länge L öder niclU, je nachdem die stetige Curve y = y = f(^x) — f(x) 
eine Länge L hat öder nicht; und zwar ist im er sten Folie 



x^ 



L = L + Zlsl. 
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Beweia von Theorem III. 

X 

Ausser der Funktion ^{x) = Hs definiren wir eine zwcite Funktion 

'o 

X 

(p{x) = ^\^\j welche sich von ^{x) nur dadurch unterscheidet, dass dic 

absolutcn Wcrthe der Sprttnge s an Stelle ihrer algebraischen Werthe 
stehen. Ferner bezeichnen wir, wenn in der Summe 

r = l,2... 

die Sprt\nge s nach ihrer absoluten Grösse geordnet sind, mit fr^(^i) die 
Sunimc H s^j mit ^p{x) denjenigen Bestandtheil von fr(.r), welcher 

nur aus Gliedern der Reihe ^p{x^) zusammengesetzt ist. Die entsprechendc 
Bedeutung von ^j,{x) ist klar. Es sei schliesslich 

m 

Nchnien wir jetzt drei Punkte -4, ^, C, resp. mit den Coordinaten 
-r^y y-y •'^S V + Vp — Vp^ ^'j f an, so wird 

AB — BC<AC<AB + BC\ 

Ist x' > x^ so wird BC jedenfalls nicht grösser als (lfp{x') — ^v(^)' ^^*^ 
wir können die vorstehende Relation in die Form setzen: 



v(^' - xy + (j/; - p,y - [M-x') - <f>„{x)] 



<y,{r.'—x)'-\-(j,/' — yy< 



Gebcn wir x den Werth x„ ,., x' den Werth a-^ ,.^1 und summiren nach 
r, so ergiebt sich hieraus, wenn Ij\ und L^ die den Curven y ^=^ y^ und 
y = y entsprechenden Grössen L^ sind, die Relation 

Dieselbe gilt bei ganz beliebiger Wahl der Theilpunkte i\\r jeden Werth 
von n und jeden Werth von^;. 
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Wird zunächst ^ = o gesetzt, so geht y^ tiber in f{x)^ L^ m L^, 
(pp{x^) in (p{x^)j und man erkennt, dass die Curve y = /*(a;) eine bestimmte 
Länge L hat öder nicht, je nachdem die Curve y = y eine bestimmte Länge 
L hat öder nicht. Besitzt nämlich die letztere Curve die Länge i, so ist 
wegen der vorstehenden Relation keine der Grössen L^ grösser als L + ^(^J, 
die Grössen L^ haben also nach Theorem II einen bestimmten, von der 
Wahl der Theilpiinkte unabhängigen Grenzwerth L. Hat unigekehrt die 
Curve y = f[x) die Länge i, so ist keine der Grössen L„ grösser als 
L + ([^{;x^) und es folgt wiederum, dass die Curve y = y eine bestimmte 
Länge L hat. 

Die vorstehende Relation zeigt aber auch, dass der Werth von Ly 
falls ein solcher existirt, sich um keine angebbare Grösse von Z + ^(^i) 
unterscheiden känn. Denn wenn wir å beliebig klein annehmen, känn p^ 
immer so gewählt werden, dass för p> p^, ^p{x^) < ^ wird. Es werden 
demnach die Grössen L^ und L wegen der vorstehenden Relation eine 
Diflferenz haben, die absolut kleiner als d ist. Andererseits ist 

was unmittelbar ersichtlich ist, wenn man die Curve // = f[x) an den- 
jenigen p Stellen, welche den Sprttngen Sj , s^^ . . . , 5^ entsprechen, zer- 
schneidet und die Stlicke einzeln mit den entspreehenden Stiicken der 
Curve y — y^ vergleicht. Da hiernach jede der beiden Grössen Z + ^(^rj 
und L sich um weniger als d von der Grösse L^' + ^(-^i) unterscheidet, 
können dieselben von einander höchstens um 2d verschieden sein. D. h. 
sie sind einander gleich, da d beliebig klein angenommen war. Es bestcht 
also die Gleich ung 



•'I 



L = L-^ <p{x^) = i + T\s\. 
Hiermit ist das Theorem III voUständig bewiesen. 



Beisplel xu Theorem III. 

■ 

Es sei w^j iv.^, ... eine abzählbar unendliche Menge beliebiger Grössen, 
5,, 5.^, ... eine abzählbare Menge positiver Grössen, deren Sitmme endlich 
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und gleich S sei. Daiin wird einc Curvc dctinirt durch die Gleichung 

X 

y = S.<?^, ill welcher die Sumine ttber alle diejei)igeii Iiidiccs r zu er- 

strecken ist, ftir welclie iv^ < x ist. 

Diese Curve hat nach Theorem III zwischen je zwei Punkten J'^^, J/^ 
lind ,tj , T/j die Lange x^ — x^ + y^ — y^. Besonders merkwttrdig erscheint 
(Hese Eigenschaft in dem Falle, wo die Punktinenge w^ , u\, ... tlberall- 
dicht ist. (^) Dann nämlich unterscheidet die Curve sich von den gewöhn- • 
lichen treppenförniigen Curven, welchen die gonannte Eigenschaft zukomnit, 
dadurch, dass sie keine einzige horizontale Linie von angebbarer Länge 
enthlllt. Wir koininen auf diese Curven in der nächsten Nummer noch 
zuruck. 



4. 

Theorem IV. Es seien G und G' zwei ZaJiIen, van denen ivenigstens 
eine endlich ist, G > G\ Wenn dånn die heiden vorderen (hinteren) Deri- 
virten der stetiffen Funktion f{x) fur alle inne ren . Punkte des Intervalles 
x^x^ zwischen G und G' einschliesslich liegen, so hai die Curve y = f{x) 
van Xq bis x^ eine hestimmte endliche Länge L. Ist G eine heliebige positive 
Grösse, welche nur in d^m Falle, dass G und G' verschiedene Vorzeichen 
haben, nicht kleiner als der kleinere absolute Werlh voyi G und G' sein darf, 
so i^t 

Ist G grösser als die beiden absoluien Wertlie von G und G*, so ist ausserdem 



L<si +"é'(:r, —x^). 

Ilaben G utul G' gleiches Vorzeichen, und ist G kleiner als die beiden 
absolufen Werthe von G und G', so ist endlich 



^< V=i+ i-br— ^ol- 



C) Herr G. Cantor hat z. B. gezeigt (Borchardts Jourual, B. yy p. 258), 
dass die ^Mcnge allcr rationalen Zahlcn und sogar aller algcbraischcn Zahlcn^ welche 
offenbar Uberairdicht ist, in eine einfache Reihe v;,, w^^ ... gebraeht werden känn. 
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Theorem V. Es set g eine positive endlkhe Zalil, G iind G' zwei 
ZaMen, von denen wenigstens eine emllich isL Wenn dann die mllkurliche 
Funktion f{x) fur alle Vunkte des IntervaUes x^x^ absolut kleiner als g ist, 
während die vier Derivirten an allén inner en Punkten des IntervaUes x^x^ 
zwischen G und G* einschliesslich liegen, so hat die Curve g = f{x) van x^ 
bis x^ eine besthnmte endliclie Länge L. Ist f[x) an den Stélle^i x^ und 
rTj stetig, so liegt L unterlialb der im Theorem IV angegebenen Grenzen. 

Das Theorem V känn mit Anwendung des in § i definirten Aus- 
.druckes »Richtungsschwankung» auch folgendermassen formulirt werden: 

Theorem V a, Wenn die willkurliche Funktion f{x) fur alle Werthe 
X von Xq bis x^ (emschliesslich) absolut kleiner als eine endliche Zahl g ist, 
und tvenn die Gesammtschwankung c der Richtung der Curve y = f[x) im 
Inneren des IntervaUes x^x^ kleiner als t: ist, so hat die Curve voyi x^ bis 
x^ eine bestimmte endliche Länge L. Ist f{x) an den Stellen x^ und ir, 
stetig, so ivird fur d >^c , 

L<2{x^ —x^ sec^ + |//j — 2/0 1 cosec^ . 



Beweis eines Hulfssatzes. 

Wenn die belden vorderen (hinteren) Derivirten der stetigen Funktion 
f{x) an keiner inneren Stelle des IntervaUes x^x^ grösser als die endliche 
Zahl G sind, so ist bekanntlich auch der Quotient 

X X 

niemals grösser als (7, welche im Inneren öder auf der Grenze des Inter- 
vaUes XqX^ golegenen Werthe man auch fiir x und x* annehmen mag. 
Lassen wir die Voraussetzung der Stetigkeit von f[x) fallen, nehmen 
dagegen an, dass sowohl die vorderen, als die hinteren Derivirten iin 
Inneren des IntervaUes an keiner Stelle grösser als G seien, so besteht 

f(x') f(x) 

ebenfalls die Relation '^-^-A — ^^-^—^<G\ nur dass die Werthe x^ .und .r, 

X X ^^ ^ * 

fftr X und x' ausgeschlossen bleiben. Der Beweis, welcher fur das Theorem 
V wichtig ist, gt\«;tnltet sich folgendermassen. 
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Es se) f (^) ^ (6^ + ^y)'^ — A'^)> ^^^ ^^ ^*^^ beliobigc positive Con- 
stante ist.' Dann sind die 4 Derivirten von p{x) an jeder inneren Stelle 
des Intervalles x^x^ positiv. Wäre nun fOr irgend zwei Werthe x und 
x'j deren grösserer rr' sei, die Diflferenz ^{x') — ^i^) negativ, so wtirden 
die zwischen x und x' gelegenen Werthe x, fftr welche ^{x') — J^(^)^o 
ist, eine obere Grenze x" haben. Es wäre dann entweder ^{x') — f'(^") < o 
öder ^{x') — ^{^'')^o. Im érsten Falle wäre x" < x' und es wtirdcn 
gegen die Annahme die vorderen Derivirten von ^{x) an der Stelle x" 
nicht positiv sein, da ^{x'* + Ä) — f (.^") ftir alle positiven Werthe 
h < x' — x" negativ wftrde. Im letzten Falle nittssten beliebig kleine 
negative Werthe h existiren, wofttr ^{x') — jr(x" + h) und um so mehr 
^{x") — ^{x" -{■' h) nicht positiv wftrde, was mit der Voraussetzung posi- 
tiver hiriterer Derivirten an der Stelle .t" imverträglich ware. Es ist also 

^ ,__^ > o, und folglieh, da () beliebig war, 

m^iziM < G- 

X X ' = 

Ans dem Vorstehenden ergiebt sich leicht folgender 

mUfssatz, Bedeuten G und G' zwei ZaJden, von denen wenigstem eine 

f(x') f(x) 

endlick ist, so liegt der Quotient '^-^— ^ — ^^-^— ^ zwischen G und G\ wenn fur 

X ~~" X 

den Fall, dass f{x) stetig ist, die beiden vorderen (hinteren), fur den all- 
gemeinert Fall alle vier Derivirten an allén inneren Punkten des Intervalles 
x^x^ zwisclien Q und G' liegen. x und x* können hdiehige inner e Werthe 
des Intervalles x^x^, und fiir den Fall, dass f{x) stetig ist, auch die Grenz- 
werthe x^ und x^ annehmen. 



Beiveis vmi Tficoretn IVf 

Aus denim Theorem gemachten Voraussetzungon ergiebt sich mit 
Benutzung des eben bewiesenen Hdlfssatzes die Relation 

fr<^(^^^I^<G fttr x^<x<x... 

X X =^ II — - . . . 1 



é 



Ållgemeine Untersuchuagen ttber Rectification der Curren. 

Wir bilden nach den in § i gegebenen Vorschriften die Grösse 
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r=0, 1, ... 

Ist dann G eine positive enclliche Zahl, \velche der im Theorem IV an- 
gegebenen Bedingung genQgt, so trennen wir die Glieder der Samme L^ 
in zwei Gruppen. Zur ersten Gruppe rechncn wir diejenigen, fnr welche 
der al)solute Werth des Quotienten 

yn,r^\ — yn,r 

höchstens gleich G ist, zur zweiten Gruppe die t^brigen. Wir nennen die 
Sumnic aller Glioder der ersten Gruppe X',, die Summe der ttbrigen 
Glieder -LJ/. 

Offenbar ist 



und 






wenn die Summe Z' fiber dio zur ersten Gruppe gehörigen GHeder 
erstreckt wird. 

Die Gliedor der Summe 

welche sich auf die zweite Gruppe bezieht, haben sämmtlich dassclbe 
Vorzeiehen, die Summe selbst ist gleich //, — y^ — Z', ilir absoluter Werth 
also jedenfalls nicht grösser als \y^ — Vo | + ^^C^i ~r-^o)' Demnach wird 



^': < CI.V. - ?/« I + Ö(.r, - X,)] \/^ + I . 
Es ist schliesslich 



L„^L'„-\- L:'<m + ^»(2(.r,-.Tj + 'y--^'' ). 

Diese Relation lehrt, dass die Grössen L„ niemals eine gewisse end- 
liehe Grenze fiberschreiten. Nach Theorem I existirt also eine Lange i, 
wel(»he nicht grösser als die in der vorstehenden Relation angegebenc 
obere Grenze fHr L^ ist. 



Acta iiktUuuMtica. ö. Iui|iriino 2 Avril 1^1. 
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Sind beide Zahlen G und & endlich, und wird för G eine Zahl 
angenommen, die nicht kleiner als der grössere absolute Werth jeiier 
Zahlen G und G' ist, so enthält die Gruppe L'^ kein einziges Glied, es 
wird daher L^ = L'^^ und wir erhalten die Relation 



^ < (-^1 — ^o) A I + 0\ 

Haben G und & gleiclies Vorzeichen, und ist G absolut kleiner als 
beide, so enthält die Gruppe V^ kein Glied, und ea wird 



^-. <(//, — //o)V^+ I- 



Beiveis von Theorenv F. 

Aus den im Thoorem V gemachten Yoraussotzungen ergiebt sich die 
Relation 

Nehmen wir nun zunÄchst. an, dass f{x) an den Stellen j*^ und x^ stetig 
sei, so gilt diese Relation auch noeh, wenn x und x' die Werthe x^ und 
iTj annehmen. Dann lässt sich der eben f(\r das Theorem IV gegebene 
Beweis in unveränderter Form anwendon. 

Ist aber f{x) an den Stellen x^ und x^ unstetig, so ist aus den im 
Theorem gemachten Voraussetzungen leicht ersichtlich, dass /"(.r^ + o) und 
f{x^ —o) bestimmte Werthe haben. Wir bilden dann die Funktion f\x)y 
welche sich nur dadurch von f{x) unterscheidet, dass sie an den Stellen 
x^ und iTj resp. die Werthe f{xQ + o) und f{x^ — o) annimmt Dio Curve 
y = f^[x) hat eine iJVnge, folglich auch die Curve y = f{^)' 

9 

Beispiéle zu Theorem IV. 

I. Es sei w^^ w^^ ... die Menge aller rationalen Zahlen. (^) Der 
Reihe tr, , «c, , .,. ordnen wir eine Reihe positiver Grössen r^^ r^, ... so 
zu, dasft die Summe 



(*) Cf. die Note auf Seite 62. 
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oo 1 

r-1 



f{x).= ^ c^{x IV^' 



fftr alle Werthe x von x^ bis x^ gleichmässig convergirt. (^) Man erreicht 

dies z. B., indein man Cr = 7 a setzt, wenn + — die irreductible 

Form von w^ ist. Die Funktion f[x) ist dann stetig und nimmt mit x 
beständig zu, die vorderen Derivirteh liegen also immer zwischen o und 
+ CO. Die Voraussetzungen von Theorem IV sind liiermit erföUt, und 
es folgt, dass die Curve zwischen je zwei Punkten x^ , y^ und x^ , y^ eine 
bestimmte Länge hat. Das Integral 

durch Avelches die Länge ausgedrQckt zu werden pflegt, ist in diesem 
Falle voUständig sinnlos; denn ohne ttber die Derivirten von f{x) specielle 
Untersuchungen anzustellen, erkennen wir unmittelbar, dass an allén 
Stellen x = w,. ein DiflFerentialquotient existirt und den Werth + 00 hat. 
2. Als Beispiel zu Theorem III hatten wir eine unstetige Funktion 

f{x) = S 5,. definirt Da diese Funktion mit x beständig wächst, voraus- 

gesetzt, dass die Punktmenge iv^ , ii\^ , . . . rtberall dicht ist, entspricht 
jedem Werthe von y höchstens ein Werth von ./*. Lassen wir die Funk- 
tion an den Unstetigkeitsstellen in der Weise unbestimmt, dass sie daselbst 
jeden Werth von fi(£ — o) bis f{x + o) annehmen darf, so entspricht 
jedem Werthe von // (innerhalb gewisser Grenzen) wirklich ein Werth 
von .r. Die Umkehrung der Funktion f[x) ist also eine iiberall be- 
stimmte eindeutige und, wie leicht erkennbar, stetige Funktion. Bezeich- 
nen wir dieselbe mit jr, so wird durch die Gleichung y = ^[x) eine 
stetige Curve definirt. Dieselbe genttgt den Voraussetzungen des Theorems 
IV, woraus die Existenz einer Länge von Neuem hervorgeht. 

Die Funktion ^{x) hat sehr merkwttrdige Eigenschaften. Erstens 
giebt es in jedem noch so klcinen Intervall x^x^ nicht nur einzelne Stellen, 



(*) Dicsc Summc ist von Herrn Weierstrass angegcben wordoB. Cf. Cantok, 
Condensation der SingiUaritäten, Mathcmatische Annalcn B. 19, pag. 591- 
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sondern ganzc Strecken, in denen der DiflFerentialqiiotient best&ndig NuU 
ist. Zählt man diese Strecken nacli ilirer Grösse ab und addirt sie, so 
5M3igt es sich, dass die Siunme um keine angebbare Grösse von der Lange 
x^ — Xq des ganzen Intervalles verschieden sein känn. (^) Dennoch wftrde 
mail oflFenbar sehr irren, falls man glaubte, die Länge der Curve 8ei 
glcich dem bestimmten Integral 

wenn darin fr'(a;) = o gesetzt wird. Die Lange ist vielmehr, wie wir in 
§ 3 sahen, gleich jl\ — x^ + ^i — l/o ^"^ känn durcli jenes bcstimmte Inte- 
gral ftberhaupt niclit ausgedrUckt werden. 



Belspiel »il T/ieoreiii F. 

Es werde mit {x) die Différenz x — n bezeichnet, wo n die x nachst- 
gelegene (grössere öder kleinere) ganze Zahl ist; fftr x = /* + 7 sei 
(o;) = o. Wir bilden die Funktion (*) 



fM = r ^ 



r-l 



Die Curve y = f{x) hat dann zwischen je zwei Punkten x^ und x^ cine 
Lange; denn es ist offenbar flir x' > x 

{rx') — {rx) < r{x' — .r), 
also 

X — X = O 



* 



(*) Dicsc Fuuktion zoigt, dass ciu Lclirsatz des Herrn Harnack (Mathem ati.<<(cho 
AnnaloD B. 19, pag. 235 — 279, Lelirsatz 3) uicUt uubcdingt richtig ist. 

C) Vergl. Kiemann: Vber die DarsteUbarkeit einer F, cL e. trigon. Ueihe, 
Ges. Wcrke, pag. 228, 
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Die 4 derivirteu Funktionen sind also an keincr Stelle grösser als ~, 

und die Bedingungen von Theorem V sind erftillt, wcnn Cr =^ , Cr' = — oo 

angenommen wird. 

Diese Funktion ist dadurch interessant, dass sie in jedem Intervall 
unendlich oft zu- und abnimmt. Da sie ftberdies in jedem Intervall un- 
endlich oft unstetig ist, wftrde die Existenz ciner Länge vermittelst der 
bisher bekannten Methoden garnicht nachzuweisen jgewesen sein, 

Das Theorem III bietet genugendc Halfsmittel, um die Lftnge dieser 
Curve zwischen zwei beliebigen Punkten r^ und x^ wirklich zu berechnen. 
Es ist nämlich bei Anwendung der dort gebrauchten Bezeichnungen ' 



T* 






<f'{-'\)-<;'i^'.)-ii'-^' 



r^\ 



X{r) bedeutet hier die Anzahl der ungeraden Zahlen, die zwischen irx^ 

und 2rx\ liegen, vermehrt uni -, falls einc der Grösscn 2/u'^ und 2p'x^ 

selbst eine ungerade Zahl ist, um i, falls jene Grössen beide ungcrade 
Zahlen sind. • 

Es wird also schliesslich 



t» 



/—. I (•'•.- ^g + S^^ 



/(r) 
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Theorein VI. Wenn die Funktion f[x) zwischen jr^ luul ^, entiveder 
sletifj tat öder den liedinffungen 1) bis 4) von Theorem II genugt; wenn ferner 
eine endlidie odér Ufiendliche Schaar von Intervallen t^ = -^r' — K (^ = i > 2, . . .) 
bestimmt ivird, die Mmmtlich misser einander liegen und dos Intervall x^x^ so 
er fallen^ duss alle im Inn&^en keines einzigen Intervalles i,, gdegenen Punkte 
F der Strecke x^x^ eine endliche öder abzåhlbar iinendliche Menge bilden; so 
sind die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass die Curve 
y .=z f(^x) von Xq bis x^ eine Länge besitzt, folgende: Die Curve muss in 

jedem Intervall e i^ eine Länge l^ besitzefi, und die Summe Hl^ muss end- 

r 

lich sein. 

In dem Falle, dass f{x) stelig ist, wird die Länge L der ganzen Curve 

gleich S Ir . 

r 

Dass die angegebcnen Bedingungen notliwendig sind, ist ohnc Weitercs 
klar. Dass sie hinreichend sind, beweisen wir iin Folgenden nur unter 
Voraussetzung der Stetigkeit von f{x), da der allgemeinc Fall dureli 
Anwendung des Theorems III sofort auf jenen Fall zurfiekgeftthrt wer- 
den känn. 

Wir brauehen folgenden 

IMfssatz. Werden mit y,. und y^. die zu r,. und j'l gehörigen Werlhe 
von y bezeicJmetj so gilt unter den im Theorem yemachten Annahmen fiber 
die Intervalle i^ fur den Fall, dass fix) stetig und Hl^ etidlich ist, die 
Gleichung 

X 
■T. 

« 

in welcher r auf der rechien Seite alle diejeniyen Werthe annimmt, fur wdche 
x'^' und x'^ kleiner als x ist, während im Falle, dass x innerlialb öder auf 
der Grenze eines Intervalles // Uegt, noch das Glied y — y[ hinzutritt. 
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Zunächst ist klar, dass die Summe auf der rechten Seite der Gleichung 
einen bestiinnitcn ondlichen Werth hat; denn oflfenbar ist der absolut^i 
Betrag von ty'/ — y'^ kleiner als /,., niid Z/^ ist nach Voransset/ung 
ondlich. • Wir bilden die Funktion 

t 

Dieselbo ist stetig, da ihre beiden Bestandtheile stetig sind. Sie ist ferner 
im Inneren jedes Intervalles v constant. Nun sind nach Voraussetzung 
diejenigen Werthe rr, welche in keinem Intervalle «,. liegen, nur in end- 
licher öder abzahlbar unendlicher Mengc vorhandeh. Folglich känn die 
Funktion ^{oc) von x^ bis x^ ttberhaupt nur eine endliche öder abzahlbar 
unendliche Anzahl von Werthen annehmen. Sie ist daher nach einem 
Satze von Herrn Caxtor(^) constant, und zwar gleieh Null, da jr (ir^) = o 
ist. D. h. 

X 

W. Z. b. AV. 

I 

Da, wie schon bemerkt, )fj — y'^ absolut kleiner als /,. ist, geht auft 
dem eben bewiesenen Hölfssatze unmittelbar die Gflltigkeit der Relation 

i-r , V ) 

(A) |y/'-;/|<Z/. 

(fflr 2 beliebige Punkte .r, y und x\ i/' der Curve) hervor, wo die Summe 
auf der rechten Seite eine leicht erkennbare Bedeutun^: hat. Von dieser 
Relation wird in der Folj^e Gebrauch gemacht. 
Wir srhroiten zum 



BeiveUt von Them^eni VI 

unter Voraussetzung der Stetigkeit von f{x). 

Es sei S /^ endlich . Wir nennen d eine beliebig kleine positive 
Grösse. Dann känn p, . so bestimmt werden, dass fttr p>^iy^ sowohl 

C) tjher unendliche, iineare Pvnktmnnnigfnltigheiten (Mathematischc Anoa- 
len B. 21, pag. 57), 
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00 



X/p his S/,. kleiner als d wird. Nach einem Satze von Herrn Cantor(*) 



00 



ist S ip = ^1 — -^0 • Ks wird also (lie Summe dcrjenigen p + i Strecken, 

welche ttbrig bleiben, wenn die p Intervalle i^ , /^ , . . . , i^ aus der Strecke 
(c^x^ ausgeschieden werden, ebenfalls kleiner als d. Wir bezeichnen 
diese ftbrig bleibendcn Strecken (von denen etliche gleich Null sein 
können) mit ii , fj , . . . , i^ , ihre Anfangs- und Endpnnkte respective mit 
Co» Ä; fi> fl; •••; Cp? v' ^^^ entsprechenden Werthe von y mit iyo> ^i; 



Dann wird 



2:(?;-Cr)-^ r;:.<rf 



r»-o r=-o 



und 






Die letzte dieser beiden Ungleichungen ist eine unmittelbare Folge der 
vorhin bewiesenen Relation (A), wenn darin fnr ;/ und t/ die Werthe r^^ 
und rj'r gesetzt werden und Hber r summirt wird. Aus den beiden vor- 



stehendon Relationen folgt 



Zx(e— c,)' + (5?;-oy.r<2«. 



r=^0 



Setzen wir jetzt zuerst p = p^ und bilden nach den in § i gegebcnen 
Vorschriften die Grösse jLj, indem wir als Theilpunkte die Punkte 
Co> ci; Cm cl; ...; C;,> c,' nnd ausserdem beliebig viele im Inneren der 
Intervalle /, , /.^, ..., /^^ gelegene Punkte annehmen, so wird oflfenbar 



L, < 2f}+ Z/,. 



r-1 



Setzen wir dann zweitftns p — p^ — p^ + ^ nnd bilden die Grö.sse 
//jj, indem wir zu don schon vorhandenen Theilpunkten die beiden Punkte 



C) M at lie mal i. se II c A un alen B. 21, pag. 54* 
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^A f fft und beliebig viele andere im Inneren von i^^ ij , . . . , ij^ gelegene 
hinzufögen, ro wird 

Durch Wioderholunir desselbcn Verfahrens erhalten wir schliesslich 



för beliebiges n 



v» 

L, <2d + Z/,. 



r-1 



Hieraus ist die Existeiiz einer oberen Grenze för alle L^ ersichtlich, 

00 

welehe nicht grösser als 2^ + ^K ^^^ känn. Nach Theorem I ist also 



r-l 



auch die Existenz einer Länge L erwiesen, die höchstens gleich 20 + ^K 



00 



öder, da d beliebig war, gleich Z/^ ist. Dass L nicht kleiner als 



00 



Z Ir sein känn, ist aber sel bst verstand lich, da alle /,. Bestandtheile von 
L sind. Es ist daher 



L= Z/,.. 



r=ri 



w. z. b. w. 



Benierkinig zu Theorcin VI. 

Es liegt hier ein Irrthum sehr nahe. Man könnte nanilich meinen, 
wenn mit /j , /^ , ... irgend eine unendliche Reihe einander ausschlies- 
fiender, zwischen x^ und x^ gelegener Intervallc bezeichnot wird, deren 
Sunime den Grenzwerth x^ — x^ hat, wenn ferner die st<jtige Curve 
y = f{x) in jedeni dieser Intervalle eine bestimmte Lange /^ besitzt, und 



00 



wenn die Summe Z /^ einen ondlichen Worth L hat, so habe die ganze 

Curve von x^ bis x^ die Lange L. Dics ware ein Irrthum ; denn es giebt 
nicht nur Curvon von der angegebenen Art, deren Lange grösser als L 
ist, sondem auch solche, die gar keine Lange besitzen. För jeden Fall. 
ein Beispiel. 

Äeta mathematica. 5. Impriiu^ 2 Arril 1884. XO 
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1. Es sei fl, fl; f,, fj; .., (wo allgemein $r> ^r) eine unend- 
liche Reihe zwischen x^ und x^ gelegener Grössen, die beliebig gewfthlt 
und nur der Bedingung unterworfen sein solleii, dass sie alle von einander 
verschieden sind, dass die Intervalle i,. = f Jl — f^ einander ausschliessen 

und dasft die Summe Sv gleich x^ — x^ is** (O Es sei ferner ^{x) eine 

von Xq bis x^ stetige, sonst aber ganz willktlrlich.e Funktion, Wir defini- 
ren dann eine Funktion f{x) folgendermassen, Ftir alle Werthe rr, welche 
im Innern öder auf der Grenze eines Intervalles i^ liegen, soU f{x) = ^(f,.) 
sein; för die tlbrigen Werthe soll f{x) = ^(a;) sein. Oflfenbar ist die 
Funktion f{x) von x^ bis x^ stetig, die Lange der Curve y = f{x) ist 
aber nicbt gleich S/^, sondern grösser. Nimmt beispielsweise die Funk- 
tion ff{x) von Xq bis x^ niemals ab, so ist die Länge der Curve von 
Xqj y^ bis a?j, y^ gleich x^ — ^o + Vi — Vo^ ^^ "^^^i unmitt^lbar erkennt, 
wenn nian bei Aufstellungen der Grössen L^ nach den in § i gegebenen 
Vorschriften die Punkte f^, fj^ als Theilpunkté annimint und das Theo- 
rem I beröcksichtigt • 

2. Um sich davon zu tiberzeugen, dass es-auch Curven der genannten 
Art giebt, die gar keine endliche Länge haben, känn man folgende geo- 
metrische Betrachtung anstellen. Es sei x^ > x^ und y^ > y© • ^^^ Punkte 
Xqj y^ und x^, y^, die wir mit Ä und B bezeichnen und durch eine 
gerade Linie mit einander verbinden, sollen Punkte der zu construirenden 
Curve sein, die Gerade AB nennen wir erste Näherungsform der Curve. 
Wir construiren. zweiten» die 4 Punkte 



(^) z. B. es bestehe die Reihe f^ ^r aus allen rationalen Zahlen von der Form 

*' 3 3' 3^' 3" 

3 3* 3»-' 3"' 

t 

wo die Grössen c^ , c, , . . . , Cp_i jeden der beiden Werthe O und 2 annehmen und 2^ 
sUe ganzzahligen Werthe Ton I bis cx) erhält. (Cf. Cantor, Mathematische Annalen 
B. 22, pag. 590). 
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•^ = ^o + j(^i — ^J» .'/ = y« + j(»/, — y«); 



•'; = ^0 + |(^i — •Po)' !/ = %+ j(y, — 2/0); 



^ = -»"o + |-0''i — *o)» !/ = !/o + jivi —i/o); 



A "I 

•^ = -^0 + jC^i — -^o)^ // = ^0 + j-l^i — i^o); 



bezeichnen dieselben der Reihe nach mit (7, D, JB, F und ziehen die 5 Gera- 
den AC, CDy DE, EF, FB. Diese 5 Geraden bilden die zweite Naherungs- 
forra der Curve, und zwar sollen die beiden horizontalen Geraden CD 
und EF Bcstandtheile der Curve bleiben. Jede der drei anderen Geraden 
wird nun wiederum ersetzt durch eine aus 5 Stocken bestehende ge- 
brochene Linie, und zwar nach demselben Gesetze, wie vorher die Linie 
AB; d. h. wenn wir jetzt die Coordinaten des Anfangs- und Endpunktes 
irgend einer jener 3 Geraden mit rr^, y^ und a?j, y, bezeichnen, sollen 
die Coordinaten von 4 einzuschaltenden Punkten durch die vorher auf- 
gestellten Formeln bestimmt werden. So entsteht die dritte Naher ungs- 
form, und wiederum sollen die horizontalen Linien Bcstandtheile der 
Curve bleiben. Setzt man die Construction nach diesem Gesetze in inf. 
fort, 80 erhält man als dauernde Bestandtheile der Curve horizontale 

Linien, deren Gesammtlänge S l^ gleich x^ — x^ ist, da allgemein fQr die 

w*' Näherungsform 'Elr={x^ — ^o)(^ — ( ) ) ^^*- ^^^ Differenz der 
zwei benachbarten Horizontallinien in der n**° Näherungsform entsprechen- 

(2\n— 1 
- j , hat also den Grenzwerth NuU. — 

Ftir jeden im Intervall x^x^ gelegenen Werth x, dem auf keiner der 
upendlich vielen Horizontallinien ein Werth y entspricht, bilden wir eine 
Reihe xf^^\ x^^\ ... in inf. von der BeschaflFenheit, dass ihre Elemente sich 
dem Werthe x in inf. nähem, und dass jcdem Werthe x^*"^ ein bestimmter. 
Werth y^ auf einer der Horizontallinien entspricht. Dann nahert sich 
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y^ mit wachsendeni n eineiii bestiinmten Groiizwertli, den man etwa durch 
die Caxtor^öcIic Fundanicntalreihe 

{f\ f\ • • •) 

ausdrdcken känn, und wir setzen y = liniy''^ — Die jetzt vollständig 

definirte Curve ist von x^ bis x^ stetig. Dennoch hat dieselbe nicht 
etwa die Länge Hl,. == x^ — x^, sondern nberhaupt keine endliche Länge. 
Nehmen wir nämlich die Endpunkte der liorizontalen Linien /Jer n 
Näherungsforni zu Theilpunkten, so Avird offenbar 

i!/i — !/o) (|)' ' < L,<x,— :r, + (//, — //J (I)" . 
2/. wächst also mit n (\ber alle Grenzen. 



teo 



6. 

Wir wollen die Tragweite des Theorems VI ctwas näher ins Auge 
fassen. 

Wir behmiptenj dass dasselbe in Verhindimy mit deti vorherffehenden 
Thearemen Oriterien der Existetiz öder Nichtexistenz einer Länge fur alle 
diejenigen Ctirven Uefertj fiir wélche sämmtliche Stellen, an defien öder in 
deren Umgébmig die Richtungsschwanhmg (ef. § i) gleich t: ist, eifie end- 
liche öder abzählbar unendliche Menge bilden. 



Betvels. 



Es sei flir die Curve y = f{x) im Intervall x^x^ die Gesammtheit 
derjenigen Punkte P, an denen öder in deren Umgebung die Riclitungs- 
schwankung gleich t: ist, endlich öder abzählbar unendlich. Die Punkte 
P bilden ihrer Natur nach eine abgeschlossene Menge, d. h. alle Punkte 
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der abgeleiteten ( ^) Menge P' sind zugleich Punkte der Meiige P. Es 
lässt sich dann, wie Herr Cantou gezeigt hat,(^ eine endliehe öder un- 
endKche Reihe von Intervallen /j, Z^, ... bestimmen, deren Endpunkte 
Punkte der Menge P sind, und wélche die Eigenschaft haben, dass die 
Gesammtheit derjenigen Punkte, welche innerhalb keines der Intervalle 
i^ liegen, gleich der Gesammtheit aller Punkte P ist. 

Dann ist es immer möglich, jedes Intervall i^ in eine endliehe öder 
abzählbar unendliche Menge von Intervallen i^i , i^ , ... zu theilen, in deren 
jedem die Funktion den Bedingungen der Theoreme IV öder V genttgt 
und also eine Lange /^, , /^ , ... besitzt. Diese Eintheilung, welche auf 
verschiedene Art vorgenommen werden känn, wird so einzurichten sein, 
dass sich die Grösse der Längen /^i , /^ , ... verraittelst der Theoreme IV 
und V möglichst leicht beurtheilen lässt. Hier kommt es Vorläufig nur 
darauf an, die Möglichkeit einer solchen Eintheilung ganz allgcmein nach- 
zuweisen. Offenbar wird dieser Nachweis geliefert sein, wenn es gelingt, 
zu zeigen, dass nach Annahmc zweier beliebigen Punkte x'^ und rr/ im 
Inneren des Intervalles i^ die Strecke x'^'^' immer in eine endliehe 2iahl 
von Intervallen i^,, zu theilen ist, in deren jedem die Bedingungen von 
Theorem IV öder V erfftllt sind. 

Wir bezeichnen mit s die grössere der beiden in § i definirten 
Richtungsschwankungen a — a! und ^ — ff. OfiFenbar känn s zwischen 
x'r und x'J einschliesslich an keiner Stelle den Werth tt erreichen. Wir 
behaupten, dass auch die obere Grenze von s im Intervall x'rX'r von tv 
verschieden ist. Denn sonst mtisste im Inneren öder auf der Grenze der 
Strecke x^rX'^' ein Punkt von der Art existiren, dass s in jeder Nähe 
desselben jeden beliebig wenig von t: verschiedenen Werth annimmt. An 
dieser Stelle wäré also entweder a — a' öder ^ — y? gleich ;r, d. h. s 
gleich ;r, Avas gegen die Annahme ist. 

Wir bezeichnen die obere Grenze von s im Intervall x'^x'r' mit C 
und nehmcn zwei Zahlen G und & an, erstere positiv ^ und grösser als 

tg-, letztere gleich — G. Dann känn die Strecke x[x[' in eine end- 

UcJie Menge von Intervallen getheilt werden, in deren jedem alle vier de- 



(*) Naoh der Definition von Herrn Cantor. 

C) Mathematische Annalen B. 21, pag. 56. 
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rivirten Funktionen 2>^, D^ , D", 2>_ entwcder ttberall nicht grösser als G 
öder Qberall nicht kleiner als G' sind. Denn sonst inösste eine Stelle 
existiren von der Art, dass in jeder Nähe die Derivirten zum Tlieil kldnep 
als ö', zum Theil grösser als G wtlrden, d. h. dass s > C wäre; was un* 
möglich ist 

Wir sehen also, dass die Strecke x[.xl' in eine endliche Menge von 
Intervallen getheilt werden känn, welehe den Bedingungen der Theoreme 
IV öder V genftgen, wenn daselbst fttr G und G' die eben angenommenen- 
Werthe gesetzt werden. Daraus ergiebt sich, wenn wir im Inneren von 
i^ links von x^. einen neuen Punkt x'/\ rechts von .<' einen neuen Punkt 
a?J."' beliebig annehmen, die Strecken x^fx', und x^/x'/" wiederura in 
eine endliche Schaar von Intervallen theilen, u. s. w. fort, dass die Strecke 
i^ ganz und gar in eine abzählbare Menge von Intervallen i^, , i^ , . . , 
getheilt werden känn, in deren jedem die Curve den Bedingungen der 
Theoreme IV öder V genttgt und also eine bestimmte Lftnge l^^, /^ , . . . 
besitzt. Diese Intervalle l^^ , /^ , ... fttUen die Strecke % in dem Grade 
aus, dass alle inneren Punkte der letzteren entweder im Inneren öder auf 
der Grenze eines Intervalles i^,^ liegen. Die Gesammtheit aller Intervalle 
i^,, welehe nach einem Satze von Herm Cantor ebenfalls abz&hlbar ist,' 
fttUt daher die ganze Strecke x^x^ so, dass die Gesammtheit der nicht 
im Inneren eines solchen Intervalles gelegenen Punkte abzahlbar ist. Die 
im Theorem VI an. die Intervalle i gestellte Forderung wird also von 
den Intervallen i^, erfttllt, und ebenso die Forderung, dass die Curve in 
jedem Intervalle i eine bestimmte Lange hat. 

Hiermit ist die zu Anfang dieser Nummer aufgestellte Behauptung, 
betreffend die Tragweite von Theorem VI, erwiesen. 



1%/ 



Eine besonders einfache Anwendung des Theorems VI und der in 
§ 6 angestellten Betrachtungen enthält folgendes 

Theorem VII. Wénn die Curve y = f{x) entweder stetig ist öder den 
Bedingungen 1 — 4 von Theorem II genugt ; wenn ferner eine sdche Constante 
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C <it existirt, dass die Gesammtheit der im Intervall x^x^ gdegenen Stéllen 
Py an dfine^i öder in deren Umgehung die Bichtungsschwankung gr^sser als 
C ist, eine abzåhlbare Menge biidet, so lässt sich einé" abzählhare Menge von 
Intervallen i^, i^, ... von der Art angeben, dass ausserhalb derselben nur 
Punkte der Menge P liegen, und dass im Inneren jedes Intervalles i^ die 
Gesammtschwankung der RicJUung nicht grösser als C ist. W&rden die 
Werthe von y, wdche den Endpunkten des Intervalles i^ entsprechen, mit 
yl. und y'/ bezeichnet, so hat die Curve von x^ , y^ bis x^ , y^ eine Länge öder 
nicht, jenachdem die Samme S | yl' — y^ \ endlich ist öder nicht. 



Beweis. 

Der Bewcis fttr den ersten Theil dieses Theoreins, betreffend die 
Möglichkeit der Eintheilung in Intervalle ij , i, , . . . , in deren jedem die 
Gesammtschwankung der Richtung nicht grösser als C ist, ist in den Be- 
trachtungen von § 6-enthalten, wo die hier i^,!,, ... genannten Intervalle 
mit i^,4 bezeichnet wurden. Der zweite Theil, das Criterium fQr die 
Existenz der Länge, ist eine Folge des Theorems VI, wenn man die in § 4 
angegebene obere Grenze fi\v die Lange l^ berttcksichtigt. Setzen wir 
namlich 

O 



G > tjT , 



so ist nach Theorem IV öder V 



i,. < v 1+ G' (2 {x'; - K) + Ly:''-^'d^ 



oder auch direkt nach Theorem V a fttr C > C 

COS~ sill — 

2 2 

Ausserdem ist offenbar 
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Mit Rftcksicht auf Theorem VI folgt aus der letztén Relation, dass das 
Theorem VII nolhwendige, ans jeder der beiden vorhergehenden, dass es 
hinreichcnde Bedingungen fOr die Existenz einer Lfttige L enthalt. 



BelHjylel »u Theorem VII. 

Wir AvHhlen cine recht complicirte Curve. Es sei 

<f{x) = Tcr{x — w,)* + c, 

wo w^y tv^j ... die Reihe aller rationalen Zahlen ist, wfthrend die c^ 
sämmtlich positiv und so gewählt sein sollen, dass die unendliche Summe 
^{x) fnr alle Werthe von x innerhalb eines gewissen Intervalles con- 
vergirt. (^) Der Constanten C geben wir einen solchen Werth, dass 
^(p) = o wird. Es sei femer 

^(:r) = rlgisin(lglgi). 

Dnnn wird dureh die Gleichung 

y = /'(;r) = jr(.r)^(.r) 

eine Curve definirt. Dnreli AnATOndung des Theorom?i VII lasst sich mit 
Leichtigkeit zeigen, dass dieselbe von .r — o bis x = i eine endliche 
Länge besitzt. 

Es ist näinlich, da ^^*{x) in der Umgebung jedes Punktes .r im Inneren 
der Streeke o... i nach dem TAYLou^schen Lehrsatze entwickelt werden känn, 

fix + h)-f(x ) _9±±J^^sZlM^,(^r) + jrCr + h)^'<'{:r + .}h) 
- f{T + h) [co» (iglg^) + »in (iglgTq^) J • 



(*) Vergl. das Beispiel I zu Theorem IV. 
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Hat X einen Werth, wofttr (p{x) ^ o Avird, so hat das erste Glied rechts 
fQr alle Werthe h unterhalb einer gewissen Grenze das Vorzeichen von 
^(rr); denn <p{x) ist beständig positiv und nimmt mit x beständig zu. 
Das zweite Glied aber ist absolut kleiner als Y^2f?(i). Folglich ist 

•^^ 1 — =^^— ^ fQr gentlgend kleine Werthe von h grösser als — v^2^f(0> 

wenn (p{x) positiv ist, und kleiner als v'2^?^(0> wenn (p{x) negativ ist. 

, Denken wir uns jetzt die Strecke o.. . i in eine abzahlbar unendliche 
Schaar von Intervallen i-^ , i^ , ... getheilt, indem wir als Theilpunkte alle 
diejenigen Punkte annehraen, fQr welche (p{x) = o ist, so ist im Inneren 
jedes Intervalles % die Gesammtschwankung der Richtung höchstens gleich 

— h 8'rctg [y^2 j^ ( I )] ; denn alle vier Derivirten sind entweder durchweg 

kleiner als sj2^{i) öder durchweg grösser als — Y^2jr(i). Die den End- 
punkten des Intervalles ?V entsprechende Differenz y'J — y'^ ist aber Null, 

folglich auch die Summe S|yJ^' — «/^|. Also hat die Curve nach Theorem 

VII von X = o bis a: = i eine Länge Z/, und zwar ist dieselbe nicht 

grösser als 2 Vi + 2f?(i)^ 
Das Integral 

fdxyji + f\xy 

To 

ist sinnlos, welche Werthe wir auch den Grössen x^ und .Tj geben mogen; 
denn f'{x) wird fttr alle rationalen Werthe von x unendlich gross. 



Durch das Theorem VI werden, wie in § 6 gezeigt worden ist, alle 
Curven erledigt, fttr welche die Stellen, an denen öder in deren Um- 
gebung die Richtungsschwankung gleich r ist, eine endliche öder ab- 
zahlbar unendliche Menge bilden. 

Åda mathematica. 5. Iiupriiué 29 Mar» 1884. \\ 
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Allgeiiieine Criterien der Existenz einer Lange fur den Fall auf- 
zustellen, dass die Gesammtheit jener Stellen eine höhere Mächtigkeit hat, 
ist uns noch nicht gelungen. Man wird bei derartigen Curven auf die 
Theoreme I — III zurttckgreifen mftssen. Wir bemerken nur noch, dass 
es Curven dieser Art giebt, denen eine bestimmte Länge zukommt. 
Beispiele sollen bei nachster Gelegenheit mitgetheilt werden. 

Berlin d. 8'*" December 1883. 



EINIGE ANZAHLEN FUR KEGELFLÄCHEN 

VON 

H. KREY 

io FBEIBUHG.Vb. 



In eiuer durch 6, 7 odcr 8 feste Puuctci delinirtcn Schaar von 
Flächen zweiter Ordnung sind bekänn tlich Kegelflächen enthalten, und 
zwar bilden die Scheitel derselben eine FJäche 4^*' Ordnung, eine Raum- 
curve 6^' Ordnung, öder sirid in endlicher Anzahl 4 vorhanden. Die 
erstc dieser Zahlen lässt sich leicht verallgemeinern : Die Scheitel von 

Kegeln n^' Ordnung, welche durch -n{n + 3) + 1 Puncte gehcn, bilden 



eine Fläche der Ordnung 



zn{n + i)(n + 2). 



Man zeigt dieses auch durch Rechnung, Avenn nian den Kegelscheitel als 
Projectionscentrum auf einer Geraden. sich bewegen lässt, und die Be- 
dingung ausdrtlckt, dass die auf eine Ebene projicirten Puncte in einer 
Curve w^®' Ordnung liegen sollen. Weniger leicht ist die Verallgemei- 
nerung der zweiten und dritten obiger Zahlen. Wenn « =^ 2, erhalt nian 
z. B. die zweite aus der ersten dadurch, dass man zwei Gruppen von 6 
Puncten annimnit, die 5 Puncte gemeinschaftlich haben. Versucht man 
aber, dieses nahe liegende Verfahren auf Kegel w*" Ordnung auszudehnen, 
dann stellen sich gewisse Schwierigkeiten ein. So wttrdc z. B. folgende 
Aufgabe zu behandeln sein: Wie viele Puncte x in fester Ebene, ab- 

gesehen von den Spuren der Verbindungsgeraden von -w(w + 3) gege- 

benen Puncten, haben eine solche Lage, dass ein Kegel n^*"^ Ordnung mit 
Scheitel x, der jene Puncte enthalten soll, nicht bestimmt ist? — Um 

Acta malhematka. 5. Im]>riuic 29 Maru 1884. 
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derartige SchwicTigkciton zii uiiigelicii, habc ich einen audcTcn Weg eiii- 
geschlagen, und fast ausschliesslicli von dem Princip der Erhdltung der 
Anzahl Gebrauch geinaeht. 



1. 

Erklänuiff der Ahkurznngen. Ovt der Spitxen elner »welfach 

nnemUichen KegelHchfiar. 

Als Zeichen fttr die zweifache, einfache, resp. nullfachc Bedinguiig, 
dass die Kegelspitze x in einer gegebenen Geraden, öder Ebene, odef 
cndlich beliebig ini Rauni liege, soll gesetzt werden: 



Zur Bestimniung cines Kcgels öder einer endlichen Anzahl solcher niQssen 
noch 

• ^n(n + 3) + i (i = i, 2, 3) 

Bedingungen gegeben sein; aber von ihnen soUen innner nur diejenigen, 
welche nicht einfache Punctbedingungen sind, besonders bezeichnet werden. 
Solche bevorzugte Bedingungen sind 



P% d. h. die Gerade xF zur /i-fachen Kante zu haben, wenn der 
Punct P, nicht aber die Kante selbst, gegeben ist. 

i^; der gegebene Punct, durch welchen die /£-fache Kante gehen soll, 
liegt in der Ebene e. 

P^Tgj öder P^T,; eine bertlhrende Ebene längs der /i-fachen Kegel- 
kante ist gegeben; dieselbe enthält die Gerade ^, öder fällt 
mit der Ebene e zusammen. 

P'f ht] es sollen h gegebene, durch P gelegte gerade Linien Tan- 
genten des Kegels in P werden. 

G^, lJE\ die /i-fache Kegelkante mit /i' bertthrenden Ebenen ist 
gegeben. 
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Im letztcn Falle iöt est selbstverstäiidlich, dass x auf der Geraden G 
liegt; ill den ttbrigen Fallen aber muss die Bedingung fttr x hinzugefftgt 
werden. Dabei ist es unnöthig, die Zahl der ttbrigen, einfachen, Be- 
stimmungspuncte, wie z. B., wenn die Bedingungen o;;,, P\ JU gegeben sind, 

ln{n + 3) + 2 — ^/i(/i + O — '^ 

ausdrttcklich anzugeberi, weil sie schon aus /i, A, uiid dem Index von 
X folgt. 

Jedc Zusannnenstelluiig der hier eingefuhrtcn Zcichen, wie 

'[X,y F', M]y [xX [^rJ -1^% U. S. f. 

bedcutet die Anzahl derjenigen Kegelflächen, welehe den hingeschriebcnen 
und hinzuzudenkenden Bedingungen gentigen. Dureh diese Bezeichnung 
wird offenbar eine bedeutende Abkörzung in der Ausdrueksweise erzielt. 

Es gelingt nun, die Symhole mit [x^] auf solclie mit [x^ die mit [x^\ 
auf solche mit -.x^] zunickzufuhren. Mit der Berechnung der letzteren hat 
man also zu begirmen. 

Wie so eben erklärt ist, bedeutet 

(i) [G^f^E] i/i-^/i) 

die Zahl der Puncte auf einer Geraden G, welehe eine solehe Lage haben, 
dass aus ihnen als Spitze ein Kegel n^^ Ordnung eonstruirbar ist, welcher 
G zur /i-fachen Kante hat, von // gegebenen, durch G gelegten Ebenen 
längs dieser Kante beröhrt wird, und durch 

a+ I =in(n + 3)— ^/^(/i+ O" /^' + ^ 

gegebene Puncte des Raums geht. Die Zahl (i) ist daher aueh gleich 
dem Grade cines einstufigen Linienortes, welcher auf folgende Art entsteht. 
Durch jeden Punct von G als Spitze legt man den Kegel, der die Bedin- 
gungen G'\ /j!E erföUt, und durch a gegebene Puncte geht. Jeder dieser 
Kegel trifft eine feste, durch G gelegte Ebene in n — /i beweglichen 
Geraden, die den erwahnten Linienort ausfttllen. Um den Grad dieses 
Örtes zu bestimmen, braucht man nur zu untersuchen, wie viele seiner 
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Strahleii durch uincn Punct Q der Geraden G gelieii. Es siiid dieses 
ersteiis die n — /i Geraden, welche der Kegel mit Scheitel Q licfert; 
zweitens aber tritt fttr gewisse Puncte von G der Fall ein, dass eine der 
n — fl beweglichen Geraden mit G zusammenfällt, und somit auch durch 
Q geht. Daher ist 



(2) [(^s ,j:e] --= 



n — /z + i ö^'*^^j? wenn // = /i, 



woraus man leicht ableitet: 

(3) [(/■•'-•]-[ö"]=/i(«-/z-f I). 

Summirt man die hieraus fttr /i = i, 2, . . . , n entstehenden Gleichungen, 
und beaehtet, dass [G*] ^ o ist, so findet sich 

[ö«] ="£/.(« -/i + 1), 

öder in anderer Bezeichnunir 

(4) [x>] = ln{n + i){n + 2). 

Die FJftchc der Ordiiung [x^] enthält offenbar die -^ — — + i gegcbeiien 

Puncte /i-fach, ihre Verbindungsgeraden einfach. 

Aus (3) folgt noch durch Summirung von /i = i bis // = /i 

\<^"\ —\^^-\p-{i'- + ^> + ^(/x»-/i), 

und darauf aus (2) die später zu benutzende Gleichung: 

(5) \0\ (/i- x)E\ = [X,] -i(//' + 3/i- 2)n + -!/z(// + 3/i- 4). 
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2. 

Ort der Spitxen einer einfach unendlichen' Kegelschfuzr. 

Auf dieselbe Art, wie [x^] bestimmt wurde, hatte m^an auch 

berechnen können, wtirde aber dann Kegel mit zwei mehrfachen Kanten 
zu betrachten gehabt haben. Viel schneller gelangt man zum Ziel, wenn 
man /£ + i der tvillkurlich gdegenen Bestimmungspuncte dem Puncle P un- 
endlich nahe legt, wodurch sie in die Lagen öi> • • • > ö/<+i kommen mogen. 
Die Kegel, welche jetzt den gesteliten Bedingungen genögen, haben ent- 
weder ihren Schdtel in einer der Ebenen PQ1Q29 • • . ? PQfiQfi+u öder sie 
schicken durch P eine (/i + i)-fache Kante, d. h. man hat 

woraiis durch Summirung von /i = i bis /i — i, wegen [x^y P"j = o, 

(6) K P'^] = [x,]-'^{f/-fi) 

folgt. 

Das gleiche Verfahren ffthrt zu einem anderen Ausdrwck för 

Die -fi{fi •}- i) Ebenen PQ^Qi^ . . . , PQf^Qf^^i bestimmen jetzt ebensoviele 

Spuren g in der Ebene e, und den Forderungen känn erstens dadurch 
gentlgt werden, dass x in einer dieser Geraden liegt, zweitens dadurch, 
dass der Kegel eine (/i + 0"^^^'^^ Kante durch P schickt. Jede der 
Geraden g enthalt 



88 H. Krey. 

Scheitel von Kegeln, welche der Aufgabe genttgen ; zu diesen Scheiteln 
gehören indessen auch die 

3.("r) 

Schnittpuncte zweier g, welche nicht Spiiren der Geraden PQu . . . , PQf^^i 
sind; damit diese nicht zwei Mal gezählt werden, hat man ihre Zahl von 

in Abzug zu bringen, und erhält so 

(7) [X., P"] ^ [X„ P."+'] = \t^{ti + l)[^„ P^ T,] -\fi{tx' - l)(y. - 2). 

Das erste Symbol rechts känn man leicht auf (6) zurtlckftihren. I-^gt 
man in der Bedingung (6) einen der noch verftlgbaren Puncte Q in die 

Nähe von P, und zwar so, dass PQ die Gerade g in x' triflft, dann 
gentigt der Kegel aus rr', fi mal z&hlend, der Fordorung, wfthrend die 
ttbrigen die Bedingung Tg erfftllen; d. h. man hat 

und durch Einsetzen in die vorige Gleichung, und Benutzung von (6) 

(8) [X,, P"] - K, P«+'j 

= ^fi{fi + i).«(« + i)(w + 2) — ^/i(V + 5/i* + 4/«' + 7/i + 6). 
Nun ist 

denn nachdem aus den (n + 2) Puncten ein Quadrupel A^^ A^^ -4,, A^ 
herausgegrififen ist, känn man als Axe des degenerirten Kegels jede Gerade 
wählen, welche durch P geht, und eines der 3 Geradenpaare 

A^A^y A^A^] A^Aj^y A^A^] A^A^j A,^A^ 
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trifft. Die Gleichung (8) giebt also durch Summirung von /x == i bi& 
fi = n — I 

(9) -[a^J = ■^n{n — i)(w + i)(n + 2)(w' + 4n + 6) 

und sodann durch Summirung von fi = i bis /£ — i die allgemeinere, 
später noch zu verwerthende: 

(10) [a:.,P''] = [rr.]-i/i(/£'-i)[x,] + ^/£(/£-i)(/«^ + /i'-/£'+5/* + 6). 
Beiläufig bemerkt, folgt aus (9) 

(loa) |-gn(n + i)(n + 2)J —--^^^-^-^-.i^ — [x,] 

= -^n{n — i)(n — 2)(n^ + gn' + ign + 33) 
fQr die Zahl der von den Spuren der Ver bind ungsgeraden verschiedenen 

fl (fl •X. ^^ 

Puncte in e, aus welchen ein Kegel durch die — Puncte nicht be- 

stimmt ist. Die directe Bestimmung dieser Zahl ist mir nur fftr w = 3 
gelungen. " 



3. 

Zahl der Kegel durch -n(n + 3) + 3 Puncte. 

Die Annäherung eines der gegebenen Puncte an P hat zur Folge, 
dass ein Theil der Kegelspitzen x^ welche der Bedingung . - 

gentlgen, sich ébmfdlls dem Puncte P unendlich nähert. För wie viele x 
dieses eintritt, inöge vorlÄufig mit 

(n — M)p{^y A^, Ä), öder kOrzer (w — f^<f{h) 

Ada maihematiea. 5. Iiuprimé 19 Mars ISSi. 
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•bezeichnet werden. Man hat dann 

(i i) k, P^ ht] = {n—f,),p{h) + [Xr, P", (Ä + i)tl 

(A = o, 1 , 2, , . . , /i) . ■ . 

also auch 

« 

(12) K, P"] = {n—[x)[ip{o) + ^(i) + ...+ ,p{[j)] + [rr„ P^ (/£ + i)t]. 
Die der Bedingung 



gentigenden Kegel haben entweder xP zur (/i + i)-fachen Kante — in 
welchem Falle die Forderung (/i -f i)^> unabhängig von der Lage der 
(/z + i) beröhrenden Ebenen längs dieser Kante, als erfoUt zu betrachten 
ist — öder haben ihren Scheitel in einer der Ebenen ^j/^, die durch je 
zwei der Richtungen t bestimmt ist. Die Anzahl dieser letzteren Kegel 

« 

beträgt weniger als 

weil hier wieder zu beachten ist, dass jede Schnittgerade zweier soleher 
Ebenen, welche nicht zu den t selbst gehört, 

den Forderungen gentlgende Puncte x enthält,^ dass also, damit letztere 
nicht zwei Mal gezählt werden, von dem vorigen Ausdruck ,das 



• (" : ')■ 



fache 



abgezogen werden muss. So entsteht die Gleichung 

(13) . K, i"S (/«+ i)<] — K/P''^'] 

= 2-M/'+ Ok, Pi•T,(/^-l)/]-i/^(;t£*-I)(/^-2).[(?^ (/i-i)i?J. 

Ura rechts die Bedingung T^ wegzuschaffen, gehen wir aus von der 
weniger specicllen Forderung 

[a;., Pr (//—!)<]. 
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und legen cinen der noch freien Puncte Q in die Nahe von P^, und 
zwar in die Ebene e. Dadurch theilen sich sofort die fraglichen Puncte 
x^ in drei Gruppen. Ein Theil liegt jetzt in unendlieher Nähe von P/, 
die Zahl derselben soll mit 

(»— /i)^(/i— i) 

bezeichnet werden; auf der Geradcn F^Q, liegen 

[ö^(A-I)^] 

« 

Puncte, von welchen jeder /i-fach zahlt; die ftbrigen endlich erföllen die 
Bedingung T^. Dies giebt 

(14) k, F}T,{fji-i)t] 

Ferner känn man P^* durch P'* ersetzen vermöge der Gleichung 

(15) [X,, Pf(/X- I)i] :=[X,, P^ (/£- l)t]-f^{fl-l). 

Auf der rechten Seite darf man Jetzt die Bedingung (/i — i)/, da sie 
fi — I einfachen Punctbedingungen äquivalent ist, weglassen. ^(/i — 1) 
ist nichts Anderes als die Vielfachheit der Raumcurve- [P'*, {jut — i)t] im 
Puncte P; dass p hier dieselbe Bedeutung hat wie in der Gleichung (11), 
wird sogleich nachgewiesen werden. 

Aus (12), (13), (14), (15) folgt nun die Reductionsformel 

(16) [X,, P"] - K, P"+'] = {n-n)j:c{h) 



A = 



+ iK/i+I)|[^.,i"*]-^(/i'+/*+2)[ö^(/i-I)E]-J.(/^-I)-(«-/i)^(/£-I)), 

welche zur Berechnung von [x^y P^] dienen känn, sobald ^(ä), <p{h) er- 
mittelt sein werden. Die Bedeutung der letzteren Zahlen erkennt man 
durch nachstehende geometrische iJberlegung. 
Nachdem einer der 

a + I = in(w + 3) -H 3 — i n{ix + i) — Ä 
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.freien Puncte Q der Bedingung (ii) in die Nähe von P gelegt ist, pro- 
jicire man die noch tibrigen aus P aiif eine beliebige Ebene Ey wodurch 
Puncte M[y . . . , M'^ entstehen, deren Lag^e als constant angesehen werden 
darf, so länge das Projectionscentrum sich nur unendlieh wenig Ton P 
entfernt. In E construire man Planeurven n*®' Ordnung, welche durch 
M[, . . . y M'^ gehen, und einen /z-fachen Punct P der Art haben, dass 
die Puncte ^I, . . . , <i, die Spuren der Richtungen txy . . . yti^y einzeln öder 
zu zweien auf dessen Tangenten liegen. Den Punct x känn man nun, 
ohne ihn ura ein- Endliches von P zu entfernen, in der Geraden PP 
auf genau n — fi Arten so wahlen, dass die Projection Q von Q in die 
Plancurve fällt. Der aus einem solchen Puncte x tlber der (7„ construirte 
Kegel genftgt ofifenbar allén gestellten Bedingungen, und es giebt 

{n — ix)ip{h) 

solcher Puncte Xy wenn ^(ä) die Zahl der Planeurven n**' Ordnung be- 

deutet, die auf die angegebene Weise construirbar sind. 

Lasst man die Bedingung Q fort, dann hat man es mit einer Raum- 

curve 

[P", U] 

zu thun, deren Vielfachheit in P ^(A) beträgt. Die Richtungen, in 
welchen diese Curve durch P geht, sind nftmlich die Verbindungsgeraden 
von P mit den verschiedenen Puncten P, 

In ähnlicher Weise wird die Bedeutung der in Gleichung (14) ein- 
gcftthrten Zahl ^(/i — i), und allgemeiner die von ^(A) ersichtlich. Die 
Forderung 

beschränkt x auf die Ebene e. Wir lassen einen der 

^ ^ n{n + 3) ^ fijfi +1) j^ 
2 ' 2 

freien Puncte Q^ in die Nähe von P^ rocken, und projiciren die a — i 
ttbrigen auf eine Ebene Éy die e in der Geraden F treffen möge. Die 
Planeurven in Ey welche Leitcurven von Kegeln werden sollen, mdssen 
jetzt ihren /i-fachen Punct P^ in der Geraden F haben, und im tTbrigen 
hinsichtlich der festen Puncte ^I, . . * , <i denselben Bedingungen genttgen. 
Verbindet man einen der n — [i weiteren gemeinschaftlichen Puncte einer 
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solchen Curve und der Geraden F mit Q^^ so wird auf der Geraden P^PJ 
ein zu P, benachbarter Punct x bestimmt, welcher einer der gesuchten ist. 

Im Falle [i = i bedörfen diese 0berlegungen einer kleinen Modi- 
fication; jedoch sind die för jp(ä), ^(ä) zu entwickelnden Ausdröcke der 
Art, dass die Gleichung (i6) fttr /i = i richtig bleibt. 

Man hat also noch zu bestimmen: 

i) Die Zahl ^(ä) der Plancurven n**' Ordnung, welche durch 

2 ' 2 

gegebene Puncte gehen, und einen /i-fachen Punct haben, dessen 
Tangenten h gegebene Puncte treffen (wobei sich dio h Puncte 
nicht nothwendig auf h verschiedene Tangenten vertheilen). 

2) Die Ordnung ip{h) des Örtes der /i-fachen Puncte, welcher ent- 
steht, wenn nur a — i Puncte zu Grunde gelegt werden, und die 
Bedingungen im tTbrigen dieselben bleiben. 

För Ä = o ist 

(17) ^{p)=\fi{fi+ i)(n — /!+ i). 

(18) <P{o) =\ix{ix' - i)(/i + 2)(n-/i + I)^ . 

Was die erste dieser Zahlen angeht, so känn man ja sogar die Gleichung 

des betrefifenden Örtes wirklich bilden. Wählt man r=-/i(/i+i) 

linear-unabbängige Curven, welche durch die a — i Puncte gehen, als 
* Grundcurven einer Schaar, und stellt die r Bedingungen för das Vor- 
handensein eines /z-fachen Punctes auf, so giebt die lineare Elimination 
der Parameter eine Determinante von r Reihen. — Durch a Puncte gehen 
nur r — i linear-unabhängige C,; man erhalt also jetzt als nothwendige 
und hinreichende Bedingung för einen /i-fachen Punct das gleichzeitige 
Verschwinden der (r — i)-reihigen Determinanten einer Matrix von r 
Horizontalreihen und r — i Verticalreihen, und hieraus ergiebt sich ohne 
Schwierigkeit fttr die Zahl der Curven mit einem /z-fachen Punct 

[(r— i)»-(r— 2)^..±4+ i](n— ;i+ i)\ 

d. i, der Ausdruck (18). 
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Von (17), (18) ausgehend, karm man leicht. jr(Ä), ^(Ä) allgemein be- 
stimmen. FCir A > i zerfallt die Curve ([^{h) in die Vcrbindungsgeraden 
der h Puncte, und eine Restcurve, 

Auch die Zalil (p{h) zerlegt sich, wie folgt: 

f (Ä) = 3-(J) +\Kh - i)^,(Ä) + jr,(A), 

weil der Forderung genHgt werden känn erstcns durch solche C^, welche 
einen Sclmittpunct von zwei Vcrbindungsgeraden der h Puncte zum /i- 
fachcn Punct habcn; zweitens dadurch, dass eine dieser Vcrbindungs- 
geraden als Tangente des /z-fachen Punctes gegeben ist, drittens endlich 
dadurch, dass ^ich die h Puncte auf h verschiedene Tangenten vertheilen. 
Lässt man einen Punct X sich auf der Curve ^i(Ä) bewegen, so 
existirt der Voraussetzung zufolge immer eine 6\, welche durch die a — i 
Puncte geht, und in X einen /z-fachen Punct hat, dessen Tangenten die 
Bedingungen Ai, . , . j Af^ erfftUen. Die Verbindungsgerade von X mit 
eincm weiteren festen Puncte A^^i bestimmt n — /i Puncte ZaufderC^, 
und day^(h) Puncte X auf der Curve (p^{h) vorhanden sind, welche 
ihre C^ durch den Punct -4^4.1 sehickcn, so ist 

der Grad des Y-Ortes. So gross ist auch die Zahl der Coincidenzen von 
Y mit X; aber nicht gemeint sind dié h[<f\{h) — /i], welche in den ein- 
fachen Schnittpuncten der Geraden Af^^^Ai^ . . . , A^^^A^ mit der Curve 
(^\{h) stattfinden. Hiernach ist 

In durchaus analoger Weise findet man 

^j(Ä + i) =n — /i — h + (p^{h\ 

jr,(A + i) = n — /i + ^,{h) — (Ä— 2), (Ä^ 2) 
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und sodann 

fiW = <P(P) + {n—ix)h—-^n{h—s) — n—z, 
y{h) = y{o)+'-h{h-i){h-2)+h{n-ix),p{o) + \h{h-i){n-ix)\ 



i:c(Ä) =^;£(/i + i)[(3y + i2;«» + 7/i— io)n^ 



— (6/i* + 1 8/£' — 4/£* — 20/£ + 1 2)» + 3/£* + 6/i* — Sytt" — 2/!£* + 3/« — 2]. 

So ist allés auf der rechten Seite der Gleichung (i6) Stehende bekannt. 
Die Suminirung von fi = i bis /z = n — i giebt, mit Hölfe der Ber- 
NOULLi'schen Summenformeln, und wegen [x^, P"] = o 

+ 5472» +3816] 

=.8o.("^v=«°-cr)+-5.cr)+"-cr) 



+«-ctv-c:>-Cf> 



Dieses ist also die Zahl der Kegel w**"" Ordnung, welche durch -n(n + 3) + 3 

Puncte gehen; beispielsweise 120 ftlr w = 3. 

Hieraus lässt sich noch herleiten die Zahl yj derjenigen Schcitel, aus 

welchen ein Buschél von Kegeln n**' Ordnung, die durch -w(w + 3) — i 

gegebene Puncte des Raums gehen sollen, niclit bestimmt ist. NatQrlich 
wird abgesehen von den auf den Verbindungsgeraden jener Puncte 
liegenden Kegelscheiteln. 

Der auf die Puncte P,, P^^ . . . y 1\ bezOgliche f-Ort, dessen 

-n(n + 3) 

Ordnung 

f = -^n{n — i)(n — 2)(n' + gn^ + 2gn + 33) 

in (lOa) bestimmt wurde, geht mit -(w — i)(n — 2) Zweigen durch jeden 
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der Puncte P, und trifft, wie aus den Formeln von § i leicht nach- 
zuweisen ist, jede Verbindungsgerade ausserdem an m — 3W + 2 Stellen, 

WD m =z-n[n + 0(^* + 2)- Andererseits föllen die Scheitel von Kegeln, 



6 
welehe dureh 



-* l > • • • > -^ 1 . _. . > VU Hf3 



-i»(n+3)-l 



gehen, eine Flachc m'*' Ordnung aus, nnd die Vertheilung der Schnitt- 
punete mit dem f-Orte zeigt, dass 

I rM(n + 3) II"n(ti +3) 1 / , . 

Puncte des letzteren Örtes existiren, aus welchen ein Kegel n*^' Ordnung 
tiber 



2 «(«+») 



construirbar ist. — Um zu einera zweiten Ausdruck för d zu gelangen, 
betrachten wir die Schnittpunete der in Bczug auf die letatgenannten Puncte 
definirten Raumcurve [x,] mit dera Scheitelorte von Kegeln, die durch 

x^i , . . . , 1^1 , ^j 

-fi(n+8) 

gehen. Tu jeder der Verbindungsgeraden, welehe beiden Punctgruppen 
gemeinschaftlich sind, liegen m — n Schnittpunete von Curve und Fläche; 
zu den ftbrigen gehören noch die d Puncte, weil ja die Flftche den ^Ort 
ganz enthalt. Hiernach wird 

r , I n(n + 3) Vnin + 3) 1 , v ^ r 1 

und da [x^] schon bekannt ist, lässt sich dj also auch yj bestiramen. Die 
Ausrechnung giebt 

^ (n— iXn— 2) ^^, ^ g^^e _j. 2oon*— 492W*— 2545h'— 2 19611" + 1483211—6480). 
' 0400 

Freiburg, im October 1883. 



SUR UNE CLASSE D'INTÉGRALES DOUBLES 



PAB 

E. GOURSAT 

å TOULOUSE. 



Le present mémoire n^est qu'iine suite d'un travail publié antérieure- 
ment dans le méme recueil,(*) oii jMndiquais une méthode gcnerale pour 
Tétude des coupures des intégrales dcfinies. Je m^occupe plus spcciale- 
ment des intégrales doubles qui ont etc signalées par M. Hekmite a la 
fin de sa lettre a M. MrrrAG-LEFFLER (Journal de Bouchardt, tome 91). 

I. L'artifice que j'emploie étant tout-a-fait general, je coinmencerai 
par le rappeler en quelques möts. Soit en premier lieu f{Xj u) une 
fonction uniforrae ou multiforme des deux variables indépendantes x et 
Uj telle que lorsqaon attribue ä x une valeur particuliére x^ , les valeurs 
de u qui sont des valeurs singulieres pour f{x^^ w) ne förment ni des 
lignes ni des surfaces, ces valeurs pouvant d'ailleurs étre en nombre fini 
ou infiui. Appelons 0{^x) Tintégrale 

ff{x, u)(lu, 

prise suivant la ligne droite qui joint les deux points w^, w^ . Ayant 
adopté pour /*(.r, u^) une quelconque de ses déterminations, Tintégrale 
précédente représente une fonction qui peut étre uniforme ou multiforme, 
mais qui conserve un sens bien déterminé tant que le cliemin décrit par 

(*) Voir Acta Mathematica, T. 2, p. l — 70. 
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la variable ;r ne 'reiicontre pas certaincs lignes qui sont des coupures pour. 
cette intégrale. Pour savoir ce que devicnt cctte fonction lorsque la 
variable vient a rencontrer une de ces lignes, je proccde de la inaniére 
suivante. Soit C une coupurc et adinettons que lorsque x vient colncidor 
avec un point f situé sur cette Hgne, la fonction /"(f, m) est discontinue ■ 
pour un point situé sur la ligne u^u^ et reste finie pour toute autre 

valeur de « sur ce chemin 
(fig. i); de sorte que x allant 
de x^ en .t, , le point qui coln- 
cide avec å pour a; = f va de 
Tj en r, en traversant la ligne 
u^u^ . La méthode consiste 
uniquemént k remplacer Tinté- 

grale ff{x, u)du qui cease d'avoir un sens par la inéme intégrale prise 

sur le cheinin infiniment voisin u^mu^ qui est égale ä la premiére et qui 
continuc ä avoir un sens. De sorte que lorsque x est venue en x, , la 
continuation analytique de 0[x) se trouve représentée par le méme sytn- 
bole ou par la somme des deux intégrales 




f fiP) m)'^w + ffi^t ■u)dtt. 

Au lieu de supposer que la fonction f[x, u) n'admet que des points 
singuliers isolés, on peut se proposer de considérer le caa oii cette fonc- 
tion admet elle-méme des coupures ou méme des espacc5 lacunaires. 
Supposone, par exemplc, que lorsquon attribue ä x une valeur particuliére 
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x^j f{p^^ w) admettc une ligne de discontinuité, ligne qui est elle-méme 
variable avec a?, de fa9on que lorsque x est compris dans une certaine 
portion du plan JB, cette coupure a un ou plusieurs points communs 
avec la ligne droite w^^r 

LMntcgrale 0[x) =ff{^y u)du n'aura aucun sens pour toute valeur 

de X comprise dans cette portion du plan (fig. 2). 

Admettons, pour fixer les idées, que lorsque x traverse Tespace E 
suivant la ligne x^x^, la coupure variable /' traverse la ligne u^u^ sans 
qu'aucun de ses points vienne coincider avec une des extrémités w^, Wj, 
et passé de la position primitive VqV^ a la nouvelle position vlv[. On 
peut, par Tapplication répétée du théorcme de Cauchy, supposer que le 
cheinin d'intégration se déforine d'uné maniére continuc, de fa^on que la 
coupure ne Tatteigne jamais; et, lorsque x sera venuc en x^ la continua- 
tion analytique de 0{x) sera reprcsentée par la méme intégrale prise 
suivant le chemin u^mnu^. Si la fonction f{xy u) est uniforrne a Tinté- 
rieur du contour formé par ce chemin et la ligne droite w^w,, on pourra 
remplacer cette intégrale par Tintégrale primitive 0{x)y augmentée de 
rinté<i^rale 

ff{X'j ti) du 

prise dans le sens inverse le long d'un contour fermé environnant coin- 
plétement la ligne VqV'x. 

2. Cette gcnéralisation de la mcthode conduit bien aisément, comme 
on le verra plus loin, a des conséquences importantes relatives aux inté- 
grales doubles; mais avant d'aborder ce point, il est nécessaire d'étudier. 
de plus prés les propriétés des intégrales simples analogues ä celles de 
M. Hermite. Soit f{Xj ri) une fonction jouissant des propriétés qui vien- 
nent d^étre rappelées et a^a^ une coupure de Tintégrale 

Jf{xy u)du 

prise suivant une ligne quelconque telle que u^u^ (fig. 3). 

Je suppose que la coupure ot^otj ne se coupe pas elle-mcme, et -ne 
rencontre aucune autre coupure relative a la méme intégrale. Lorsque 
X vient coincider avec un point de cette ligne, f{Xy u) est discontinue 
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pour un seul point de la ligne w^^i' ^^^* ^ = ^(^) ^^ valeur de u qui 
est pour f(Xy u) une valeur singuliére; nous pourrons entourer la ligne 
a^Äj d'un contour suffisamment voisin C pour que la fotiction ^{x) soit 





uniforme a Tintérieur de ce contour. Le point x décrivant la ligne 
a^Äj, v décrit la ligne u^u^. Inversement lorsque v décrit la ligne u^u^y 
il y a une seule valeur de x déduitc de la relation 

v = ip{x) 

qui soit située sur la ligne a^a^ puisque cette ligne ne rencontre aucune 
autre des coupures. Cela revient a supposer que la fonction re de i; 
définie par Téquation v = (p{x) est uniforme a Tintcrieur d'un certain 
contour C^ entourant u^u^. Les points des deux lignes u^u^j a^ot^ se 
correspondent donc un a un, et sont décrits simultanément dans le sens 
indiqué par les fléches. On comprendra suffisamment, sans qu*il soit 
besoin de le définir, ce que j'entendrai désormais par bord droit et bord 
gauche de la coupure a^a^. Je supposc encore que f{Xy u) ést uniforme 
pour les valeurs de o; et de u comprises a Tintérieur des contours C et C\ ; 
de sorte que le point v = ip{x) est poiir cette fonction un pöle ou un 
point singulier essentiel. J'appelle R{x) le résidu relatif a ce point sin- 
gulier; B{x) est comme <p{x) une fonction uniforme a Tintérieur de C. 
Ces hypothéses étant adoptées, Tintégrale 

"i 

0(a;) =ff{Xy u)du 



représente une fonction uniforme de o? a Tintérieur de C qui admet la 
ligne a^Äj comme coupure. On reconnait, d apres la méthode générale 
rappelce au debut, que lorsque x traverse la coupure a^a^ la fonction 
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reste continue, et se trouve représentée apres le passage par la méme 
intégrale définie augmentée de la quantité + 2i7rR{x)y le signe + ou — 
devant étre pris suivant qu'on passé du bord gauche au bord droit ou 
inversement. De sorte qu'en deux points infiniment voisins d'un point f 
de la ligne a^a^ on a 

(i) 0{N)— 0{N') = 2i;rJB(e), 

le point N étant pris sur le bord gauche. On voit en outre que la 
fonction 0{x) ne présente a Tintérieur du contour C que deux points 
véritablement singuliers a^, a,, et quelle peut étre mise sous la fornie 



E{x)l[1^) + P{x), 



P{x) étant -une fonction uniforme dans la niéme region du plan qui ne 
peut presenter de discontinuité qu'aux points a^ et a^. 

3. Pour reconnaitre quelle est la forme de cette fonction P{x) 
dans le voisinage de ces points singuliers, je prends d^abord le cas ou le 
point v = ^(^) est un pöle simple pour la fonction f{xj w). La différence 



U — ip{x) 



sera une fonction holomorphe a Tintérieur des contours C et C^ Q{xjU)\ 
et on aura 



//•(x, u)du = r^^ + fQ{:x, u)du • 



•»I 

= R{x)L\u^—il}{x)\ + ^fQ{x, u)du — B{x)L\u^~il}{x)]^. 

La seconde partie est continue dans le voisinage du point x^= a^; de 
plus, comme <p{x) devient égål ä u^ pour ic = a^ on a dans le voisinage 
de ce point 

if)[x) = w, + A^{x — otj + A^{x — a,y + • • • 
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Aj étant différeiit de zcro puisqu'on supposc que la coupure a^otj est 
isolée ou qu^une seule valeur de x devient cgale a a^ pour u = u^. Ceci 
peut s'ccrire 

^i — <Pi'^) = C^ — «i)^i(^X 

^»,(.r) désignaiit udc fonction holomorphe pour x = otj, et difterentc de 
zcro pour cette valeur. La premiére partie est donc égale a 

R{x)L{x — a,) + R{x)L[<p,{x)]; 

ce qui montre que la fonction P{x) est uniforme et continuc dans le 
domaine du point otj, et il en est cvidenuncnt de inönie dans le doinaine 
du point a^. 

Plus gcncralenient supposons que le point v = (p{x) soit pour f{xy u) 
un polc d'()rdre w, de tcllc sorte qu'en retranchant de cette fonction une 
expression de la forme 

B, , B, ^.-1 . B(x) . 

[u — vH«)r [^ — v''(«)r"' [u - v''(«)f ^ — ^'<*)' 

ou les B sont des fonctions unifonnes de Xy le resultat soit une fonction 
uniforme de x et de ti. On a pour IMntégrale considérée la niénie ex- 
pression que tout-a-riieure sauf les tennes 

I B, B,_, 



.-— . - • 



» — I [«. — s-H*)] «. — v''(«)' 

or dans le voisinage du point x = a^J on a en general 



m / \m 



k— S-H*)] (« — «i) 

<f^^{x) ctiint une fonction holomorphe de x pour x = a^; de sorte que ce 
point a^ sera en general pour Tintégrale un pöle d^ordre n — i . On 
verrait de méme que si le point v = (p{x) est pour f{Xy w) un point 
singulier essenticl, il en est de méme des points a^ et a^ pour P{x). 
Ainsi, dans les intégralcs de M. Hekmite 






«o 
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ou F{X'j w), G{Xj u) sont des fonctions entieres de x et de w, les points 
a^ et a^ seront des points ordinaires pour P{x)j tandis que dans les 



intégrales 



«i 



- . v r Fix. v) , 

1^ ^ J Ö>, v) 



«0 



ces mémes points seront des p61es simples pour P{x). Cherchons le 
résidu relatif a ces pöles. On a 

F{x, u)=F{x, <p{x))+F{x, u)-F{x, <p{x))=F{x, <^ix)) + [u—4ix)]Q,{x, u\ 

Q et Q^ étant des fonctions holomorphes de x et de u et en supposant 
•que dans — on ait remplacc u par <l>{x). Ön aura alors 



9u 



Q^{Xj u) étant également une fonction holomorphe de x et de w; par 
suite, dans le voisinage de x = x^j on aura 

K-v"(«^)](^) 

Pj(a? — aj étant continue dans le domaine du point a^. Mais dans ce 
méme domaine on a 

4^^) = u, +g(a: — a,)+ ... 

aö åé , aG 

au aa; au; 
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par suite 

I I 


dG 

9u 






et le rcsidu rélatif au p61e a, sera cvidemment 


• 


- F(«, , M.) 




dG dG 




* du 9x 





en supposant que dans — et — on fasse rr = a^, w = t^^. Le résidii 
relatif au pöle a^ aurait pour expression 

dG dG • 

du dX 

4. Comme application, soit f(x) iine fonction uniforme et continue 
le long d'un are de courbe C; Tintégrale 



0(^,) = Cm^ 



prise le long de C, définit une fonction de x holomorphe dans toute 
Tétendue du plan, sauf sur cette courbe qu'elle admet comme coupure, 
la diflférence des valeurs de 0{x) en deux points infiniment voisins d'un 
point f de part et d'autre de cette ligne étant précisément égale a 
2i7r.f{^). En ajoutant plusieurs intégrales de cette nature, on parvient 
a Texpre^ion, sous forme d'intégrale définie, d'une fonction holomorphe 
dans toute Tétendue- du plan, sauf le long de certains arcs de courbe 
6\, Cj, . . . , (7^, la dififérence des valeurs en deux points infiniment voisins 
d'une coupure étant égale ä f^{x) pour C^, a f^{x) pour C^j...jf^{x) 
pour C\, /i, /i, . . . , /I, désignant des fonctions tout-å-fait arbitraires. Dans 
le cas 011 la ligne d'intégration se compose d*un are de cercle, on re- 
tombe sur des intégrales qui se sont présentées a un autre point de vue 
dans le beau mémoire de M. Appell Sur le dévdoppement d'nne fonction 
holomorphe dans une aire limitée par des arcs de cercle (Acta Mathe- 
matica, T. i, p. 147). 
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5. Je considére encore Tintégrale double siiivante sur laquelle 
M. Hermite a appelé mon attention: 



*(.) =// 



'1 

F{x^ u^ t)dudt 



o{x\ u)o,{x, ty 



•*• <• 



011 F(Xy Uf t)j G{Xj u), 0^[Xj t) désignent, pour fixer les idées, des fonc- 
tions entiéres des variables qui y figurent et 011 les integrations sont 
eflfectuées suivant des lignes droites. Cette intégrale admet deux sortes 
de coupures; elles s'obtiennent en prenant, d'une part, la serie des valours 
de X que l'équation G{Xj w) = o fait correspondre ä la serie des valeurs 
de u croissant de u^ a ti^ et, d'autre part, la serie des valeurs de x qui 
correspondent a la serie des valeurs de t croissant de t^ a t^ d^aprés 
réquation G^{Xj t) = o. Soient C^ les premiéres et C\ les secondes, que 
nous supposons distinctes les unes des autres. Je considére par exemple 
une coupure C^ et je prends sur cette coupure un point f , n appartenant 
pas a une coupure 0^ et n'étant pas un point double pour la coupure 
6\; de telle sorte qu'une seule des valeurs de u déduite de Téquation 

G{$, u) = o 

soit située sur le chemin ?i^w, ; soit le point qui figure cette valeur 
de ti. Posons 



'1 



t) dt 

S t) ' 



fo 



n{Xy u) est évidemment une fonction holomorphe de r et de w, tani que 
X reste compris dans les environs du point f. On peut alors repeter 
mot pour mot pour 1'intégrale 



«i 



*(') = /^ 



u)dn 



«0 



le raisonnement qui a été fait pour les intégrales de M. Hermite, et on 
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en déduit que la différence 0{N) — 0{N') est égale ä 2i;r multiplié par 
le résidu de la fonction 

/y(c, n) 

relatif au.pöle u = dy N et N' étant deux points infiniment voisins de f, 
N sur le bord^gauche et N' sur le bord droit de la coupure considérée. 
Ce résidii a pour expression 

on aura done, en remplayant 77 par sa valeur, 



(2) 0{N) - 0{N^) = 2i7r I 3 ^^^- ^- '^^' 



d(f 



{ö(f,éO}.ö,(f,0 



et on trouverait pour la diflférence des valeurs de 0{x) en deux points 
infiniment voisins d'une coupure C^ une expression analogue. 

6. Les intégrales doubles signalées par M. Hermite sont äe la forme 



»I '1 

/• f f (»,.«, t)dt 



«• 'o 



je considére, pour plus de généralité, les intégrales de la forme 



*(x) - fäu f^^ 






»o 



ou F{Xj Uj t)y •G{x, Uj t) désignent des fonctions entiéres de rr, w, ^, ou 
n est un nombre entier positif et oii les integrations sont eflfectuées 
suivant des lignes droites. Le symbole 0(rr) offre un sens bien déterminé, 
sauf pour les valeurs de x que Ton obtient en faisant varier u de ii^ a 
u^ et ^ de f^ a /j suivant des lignes droites dans Téquation 

ö(;r, w, /) = o. 
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Lensemble de ces valeurs de x reeouvre en general une certaine portion 
du plan que j'appelle E] de sorte que la definition de la fonction 0[x) 
par une intégrale double ne nous apprend rien sur le mode d'exist€nce 
de cette fonction ä Fintérieur de Tespace E. Il n*en résulte pas que 
cette portion du plan soit pour la fonction 0[x) un espace lacunaire^ au 
gens attribué a ce mot depuis les travaux de M. Weierstrass et de ses 
disciples. Soit x^ un point extérieur a £, mais trés-vx)isin de la limite; 
la fonction considérée étant holomorphe pour x = x^^ il existe comme 
on sait une serie procédant suivant les puissances croissantes et positives 
de X — x^y convergente a Fintérieur d'un cercle ayant pour centre le 
point ar^, et dont la sonime est égale ä 0{x) pour tous les points du 
cercle extérieurs ä Tespace E. Deux cas peuvent se presenter: ou bien 
ce cercle ne pénétre pas ä Tintérieur de Ej quel que soit le point jr^, et 
alors E est bien véritablement un espace lacunairc; ou bien ce cercle 
pénétre a Tintérieur de E. Nous allons reconnaitre que c'est ce qui a 
lieu dans Texemple considéré; de telle maniére que la fonction qui 
colncide avec 0[x) a Textérieur de E peut étre continuée analytiquement 
dans cette region. Nous verrons de plus qu'on peut atteindre ainsi tous 
les points de cette region, sauf un certain nombre de points isolés. 

Pour plus de clarté, je mc bornerai a Tétude d'un cas simple. Je 
suppose que, w et < variant dans les limites indiquées, une des valeurs 
de X déduite de Téquation 

(3) G{^j u, t) = o 



vienne colncider une fois et une seule fois avec chacun des points a 
rintérieur d'une portion du plan simplement connexe, que je désignerai 
dorénavant par E] de telle sorte qu'en prenant un contour C, suffisam- 
ment rapproché de la limite de J5J, toutes les autres valeurs de Xj déduites 
de Téquation (3), soient figurées par des points a Textérieur de C. Le 
symbole 0{x) définit alors une fonction holomorphe de x entré la limite 
de E et le contour C. 

Cet espace E peut étre envisagé comme une espéce de quadrilatére 
curviligne. Si, dans Téquation (3), on attribué a t la valeur t^ et qu'on 
fasse varier u de u^ a w^, la valeur correspondante de Xy comprise a 
rintérieur de C, décrit un certain are de courbc que jc désignerai par 2\y 
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et j'uppeilerni de inéine 2\, f^, l'^ les tmis autres arcs de courbe 
engendrés d'une fa^oii' analogiie, en remarquant que deux arcs désignés 
par deux lettres différentes ont toujours uiie extrémJté coramune et que 
deux arcs' désignés par la tnéme lettre n'ont aucun point commun. Ceg 
arcs förment par conséquent lea cötés d'un quadrilatcre curviligne con- 
vexe. Plus généralement, soit d un point du segment de droite tj^, et 
appelong 3"» Tarc de courbe décrit par la variable x lorsque dans Téqua- 
tion G{x, u, ff) = o on fait varier u de «j a «,. Lorsque le point 
passé de la ^sition /, k la position t^, cet are de courbe T„ se déplace 
en se défonnant d'une maniére continue de fa^on que deux arcs difFé- 
rents ne se coupent jamais et que ses extrémités décrivent les cötés U^, i/,. 
Il pasee ainsi de la position primitive T^ k la position T,, apres avoir 
décrit une fois et une seule fois tout Tespace E. Tout pareiltement on 
peut concevoir que Tarc de courbe V^ passé d'une maniére continue de 
la position primitive k la position U^. Ce double mode de generation 
se trouve mis en évidence par la figure suivante (tig. 4). 




Par chaque point m de £ passé une seule courbe Tg et une seule 
courbe Ui; k chaque point tel que m correepond ainsi un seul couplc 
de points' dont Tun est sur tJ^, Tautre sur m^Mj. Par exemple les 
sommets S^, S,, 8,, S, du quadrilatére correspondent respectiveraent aux 
eouples [u^, t^), («,, („), («,, (,), («,,, t^). Je suppose de plus, comrae 
1'indique la figure, que lor8qu'on parcourt le contour de E en laissant cet 
espace ä drpite on rencontre les cétés successifs dans Tordre T,, t/,, T,, U^. 

Entourons les lignes droites u^u^y t^t^ de contours C,, C^ suffisamment 
rapprochés pour que les conditions suivantes soient satisfaites. Quand on 
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fait varier u ot t k rintérieur de ces contours, la valeur de x, déduite 
de réquation (3), qui est égale ä S^ pour u = u^j t = t^, reste fonction 
holomorphe de u et de <. Tout pareillement, quand on fait varier x et 
u a rintérieur des contours C et C^, la valeur de t qui est égale a /^ 
pour X = Sqj u = Uq reste une fonction holomorphe de a? et de w que 
j'appellerai ^(xy u). Enfin, . lorsque x et ^ restent coinpris a Tintérieur 
des contours C et C,, la valeur de u qui est égale ä u^ pour x = S^, t = t^ 
reste holomorphe; soit v = <l>{Xy t) cette fonction. Les lignes 

«„«„ t,t,. T,, U„ T„ U, • , 

sont décrites dans le sens indiqué par les fléches (fig. 4); sur chacunc de 
ces lignes, il y a donc Heu de distinguer un bord droit et un bord gauche. 
7. Posons, pour abréger, 



•I 

./ G («, ti, t) 



n{Xj u) est une fonction des deux variables indépendantes x et u qui 
admet, quand on regarde x comme constant, un certain nombre de 
coupures variables avec x; ce sont les lignes obtenues en faisant varier 
t de t^ k t^ dans Téquation (3). Je considére seulement celle de ces 
coupures qui rencontre la ligne u^u^ lorsque le point x est situé dans 
1'espace E. En appelant v^ et v^ les extrémités de cette coupure mobile 
fy on aura, d'aprés la notation adoptée, 

Lorsque x est ä Tintérieur de C, mais a Textérieur de JEJ, /'ne rencontre 
pas UqU^j et rencontre cetle droite en un seul point lorsque x est a rin- 
térieur de E. De plus, d'aprés les hypothéseé faites plus haut, cette ligne 
r ne peut avoir de point double, tant que x reste ä Tintérieur de C; -nous 
admettrons en outre qu'elle ne rencontre pas d'autre coupure. 

La fonction Il{x, u) jouit évidemment des propriétés de la fonction 
étudiée au jf. 2. La diflférencc des valeurs de n{Xj u) en deux points 
infiniment voisins de F est égale a + 2inR{Xy w), R{Xy u) étant le résidu de 

O («, Ii, t) 



• 
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relatif au polc défiiii par Téquation G{x-, Uy t) = o quand on y considére 
t . coinine la variable indépendante. Quand on considére x comme constant, 
]]{Xj v) peut, dans le voisinage du point v^ étre mis sous la forme 

n{xy u) = R{x, u)L[u — v,) + P{u)y 

P{u) étant une fonction uniforme de u qui admet le point u = v^ pour 
pole dWdre n — i. Appelons X^{x) le résidu relatif a ee pole et A^(rr) le 
résidu relatif au pole v^. Il est clair, d'aprés la definition méme de ces 
quantités, que I]{xy w), ^(;r), Å^{x) sont des fonctions uniformes a Tin- 
térieur des contours C et C'^. 

8. Voyons ee qui arrive lorsque x est sur le .contour du quadrilatére 
E. Supposons X sur le cotc T^; a une valeur de x située sur ce cöté 
correspond le couple de valeurs 

t = <„ u = w, + ö(<^ — Uo)y 

d ayant une valeur reelle coniprise entré zéro et Funité; on voit donc 
que, pour une pareille valeur de x, rextrémitc v^ de 7' vient colncider 
avec un point de la droite u^ti^. Lorsque x franchit T^ en passant du 
bord gauche au bord droit ou de Textcrieur a Tintérieur de JEJ, on sait, 
d'aprés une propriété bien connue des fonctions analytiques dont je me 
suis servi plusieurs fois dans le cours de ce travail, que le point t;^ passé 
pareillement du bord gauche au bord droit de u^u^. Si le point x est 
situé sur le cöté C/J,, ä cette valeur de x correspond le couple de valeurs 

il en résulte d^aprés la definition de la coupure que le point u^ est sur 
/'. On étudierait de méme les autres cas, et la discussion est résumée 
dans le tableau suivant: 

X traversant T^, . . . . le point v^ traverse u^u^j 

T v 
U^y . . . . le point u^ traverse /' , 

u^, u, r . 

Nöus pouvons niaintenaut nous faire une idée trés-nettc de la fa(,^on dont 
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se déplace la coupure. /' avec x; les figureB suivantes inontrent tous les 
cas qui peuvent se presenter. J'ai figuré d'une part le chemin décrit 
par la variäble, d'autre part les chemina décrits par les estrémitéa v^, «,. 




9. ImaginoTis que le chemin (lécrit par la variable pénétre ä Tin- 
térieur de E, et voyons ce que devient la fonction analytique qui est 
égale a ^[x^ a, Textérieur de ce quadrilatére. On reconnalt d'abord, en 
défortnant infiniment peu les chémins d'intégration, ce qui entraine une 
deformation analogue des cötés T^, T,, I/,, JJ^ que la fonction ne cesse 
pas d'exister. Mais, pour étudier les modifications qu'elle subit, il est 
nécessaire de distinguer plusieurs cas. Je suppose d'abord que la variable 
décrive un chemin pénétrant dans .le quadrilatére E par un certaJn c6té, 



par exemple T^, et ressortiint pur le méme cöté. La figure suivante 
montre le déplacement correspondant de /'. 




Fiff.8 




Avant que la coupure mobile atteigne la droite «|,"i' °" peut reniplacer 
rintégrale 



M-: 



u)du 



par la méme intégrale prise suivant le chemin t^^mu^, qiii n'est pas atteint 
par cette coupure. Lorsque le point x sera venu en x^ et la coupure 
r en /"j, rintégrale curviligne (u^mu^) n'aura paa cessé d'avoir un sena 
et Tapplication du théoréme de Cauchy montre que cette intégrale est 
encore égale ä Tintégrale rectiligne («„«,); de sorte que la fonction est 
encore égale ä 0{x) aux environs du point x^. Le méme mode de raison- 
nement 8'applique au cöté T^, et par raison de symétrie il en est évidem- 
ment de méme des cötéa U^, U^; ce qu'on pourrait dViUeurs démontrer 
directement en renversant IWdre des integrations. Il résulte de Tétude 
qui vient d'étre faite que les seuls chemins fermés qui puissent ne pas 
ramener ^[x) k sa valeur initiale sont ccUx qui traversent deux cötés 
différents du quadrilatere; ce qui revient ä dire que les eeuls points 
singuliers de cette fonction ä 1'intérieur de C sont les quatre sonimets 
S^, S„ S„ S,. 

I o. Il suffit évidemment de savoir ce qui arrtve lorsque la variable 
traverse deux cötés consécutifs; je prends par exemple les cötés T^, 17,; 
la figure suivante montre le déplacement correspondant de /'. 

Avant que la coupure F n'ait atteint la ligne «o«,» rempla^ons 
rintégrale rectiligne (tt|j«,) par Vintégrale curviligne (m„«i«j*,), qui est 
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égnle ä la précédente et qui ne ceaae pas cVavoir un schfl. Oonaidtiroiis 
la poattion A", occupée par F un peu avant que x n'ait atteint lo cdté 





V^; r, coupe MjM, ©n un point e infiniment rapproché de «,. Soit tf 
un nouveau point de cette ligne infiniment voisin de e. On peut encore 
remplacer (M^mnw,) par la soinme dea deux intégrales {u^pe') + {^qft^t 
dont la premlére peut étre réduite å Tintégrale rectiligne («oe'). Le 
cheinin e'qu^ peut ä son tour étre réduit ä deux lignes infiniment rap- 
prochées de la coupure /", et ä un cercle de rayon infiniment petit p 
décrit autour du point vj'. Or, le long de la coupure P, n{x, u) prend de 
part et d'autre de cette ligne des valeurs dont la diffiérence est 2ijrlilx, h); 
on aura donc 

fUix, u)du = 2i7rfR{x, u)du +fn{x, u)du. 

Dans le voisinage du point v, on sait que n{x, u) est de la forme 
n{x, u)L{u — v^) + P(m); 

rintégrale 

fp{u)du 

est égale, d'apré3 les notations adoptées, ä 2i7rÅ^{x). Quant ä Tintégrale 
fB{x, u)Z(« — t'„)rf«, 



114 E. Ooursat. 



R{Xy u) étant holomorphe pour u = v^^ on vérifie facilemcnt qu'elle est 
infiniment petite avec p. Soit en effet f(u) une fonction holomorphe de 
u dans le domaine d'un point a 



posons 

+ « / vW + l +« / vV + 1 

Dans le domaine du point a, on aura 

ff{u)L{u — a)du = F{u)L{u — a) — F,{u) + C, 

et cette intégrale, prise le long d'un cercle de rayon p, a partir d'un 

point a sera égale a 

[F{u)L{u-a)l, 

ou a 2t;rF(a); ce resultat est, comme on voit, infiniment petit avec p. 
On a donc, en supposant p infiniment petit, c es^Jt-dire e" = v^ , 

fn{Xy u)du = 2i7:\ jR{Xy u)du + Ao(rr)l 

■ 

La coupure continuant a se déplacer de F^ en r^, la quantité con- 
tenue dans le second membre de legalité précédente conserve un sens, 
et quand x sera venu en x^ la continuation analytique de 0{x) sera 
représentée par 



*0 

(«/.,e') + 2i7r[fR{x, u)du + ^(ir)]. 



ou l'on doit maintenant faire u^ — c' infiniment petit; ce qui conduit a 
remplacer 0{x) par 

0{x) + 2i7rfR{Xj u)dH + 2i7rk^{x). 

•»I 

liCs autres cas s'étudient de la méme maniére et conduisent a des resultats 
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analogues. En resumé, la variable franchissant Tespace JE, la fonction égale 
a 0{x) au point de départ est égale au point darrivée a (P(rc)H- 2i;pp(rr), 
^{x) ayant Tune des valeurs suivantes, d'aprés le chemin décrit par la 
variable: 

X franchissant les cotés T^, f/j, on a ^^{x) =fB{Xy u)du + K{^)y 



"I 

^1^ f^oj • • • • FsC^) =fR{^y u)du — X,{x), 

«• 
^oy ^0» • • • • f%(^) =/^(^j u)du — X^{x). 



Comme conséquences,. on déduit de la que si on fait franchir ä la variable 
X les deux cöté» Z7j, U^ successivement, 0{x) se trouvera augmentée de 

^i7r[(p^{x) + ^3(^)1 ~ 2i7:fR{Xy u)du. Si la variable franchit les cötés 

•»• 
T^y Tj successivement, 0[x) sera augmentée de 

•o 



Ce dernier resultat est aisé a vérifier di- 
rectement; on a vu plus haut que la 
coupure mobile va de F^ en F^ (fig. 10), 
et l'intégrale rectiligne {u^u^) est remplacée 
par rintégrale (w^wwj, qui est égale a 
Tintégrale rectiligne ou 0{x)y augmentée 
de rintégrale 

fn{x, u)du, 

prise le long d*un contour C environnant 
la coupure F^ dans le sens direct Ce dernier 
contour peut étre réduit a deux circon- 
férences de rayons infiniment petits ayant 



Fifj.lO 
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pour centres les points Vq, v[ Qt a deux lignes infinimeiit rapprochées de 
la coupure. On trouve coinme tout-a-rheure que la partie de Tintégi^ale 
relative aux petites circonférences est égale a 2t;r[^(ä;) + ^i(^)]i ^t que 

la partie provenant des autres lignes est 2i7rjR{x, u)du. 
II. Soit n = I ; on a alors 

jti{Xy U) = ^ , 

en supposant qu'on ait remplacé t par sa valeur tirée de Téquation 
G{Xj Uy t) = o, Les résidus ^(a?), A,(;r) sont nuls et les valeurs de f>{x) 
se simplifient. Si la variable franchit les cötés I/^, U^, 0{x) se trouve 
augmentée de 

2i7r I ^X^^ u,J) 
I dG ^^^' 

i: Vt 

et si X franchit les cötés T^, I\, 0{x) se trouve augmentée de 




2f;r 



Ici une vérification s'oflFre d'elle-méme. Supposons en effet qu'on ait 
effectué les integrations dans lordre inverse; on aurait trouve pour 
accroissement de <P{x) lorsque x franchit les c6tés T^, T^, 



On doit donc avoir 




217C 



F(x, u, t) dt 
dO 
du 
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c'e8t en eflet ce qui a lieu; car si dans la premiére intégrale on fait le 
changement de variable 

OD retrouve identiquement la scconde. Ceci résulte de ce qu'aux limites 
t^, /j pour t correspondent pour u les limites v,, v, et de Tidentité 

— du -\ — rdi = o. 
au it 

1 2. Comine application, je coriBidére Tintégrale double 
I 1 



qui rentre bieii dans le cas de n = i. Le quadri- 
latére E se compose ici d'un carré ayant pour 
sominets les points d'affixe8 o, i, t, i + i, (fig. 1 1). 
Les diverses quantités qui £gurent dans les Ibrmules 
ont respectivement les valeurs: 

B(x,u)=i, \{x)=X,{x)==o, 

V^ = — ix, v^ = — ix -\- i; 

par suite les f> auront les valeurs suivantes: 









u 
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" 5 



fe,(a;) = J du = i 



f,{x) = J dif= — il 



-••)- 



ip,(j:) = J du = i{x — I — i), f,{x) = J du = — i{x — r). 

La vérification est iinmédiate, car un calcul élémentaire donne 

0(^x)=i[{x—i—i)L(x—i~i)+xL(x)~{x—i)L{x—i)~{x—i)L{X'~t)]. 

13. Dans le cas de n = 2, les résidus Åg{x), X^{x) ne seront plus 
nuls en general et on trouve pour leurs expressions (voir n" 2) 



^(^)- 



SÖ se 

Su 3t 
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oii on a remplacé t par t^ et u par v^, et pour k^{x) une expression 
analogue. Soit, par exemple, 



1 1 

0(X) = I du i j——, Ti; 



le quadrilatére E est le méme que tout-a-rheure. On a ici 

R{Xy u) = o, Ki^) — — ^f ^i(^) ~ h ^0 ^ — ^' ^1 = — ia: + **; 
et par suite: 

Les resultats son t encore faciles a vérifier, car on trouvc 

x{x — I — i) 



^ ^ L(« — «)(« — OJ 



Beniarque.' Chacune des fonctions ^q{x\ fp,(a^), fjC^)? fjC^) étant 
holomorphe a TintérieuT de C, la différence 



<«8 



Ö>(a?) — rj2?,(ic)X(a; — Ä,) 



sera, d' apres ce qui précéde, une fonction uniforme V\x) a rintérieur 
du méme contour, qui ne peut- presenter de discontinuité qu aux points 
S^y S^j S^y S^. Par une méthode analogue a celle qui a été employée 
au n® 3, on reconnait que chacun de ces points est un pöle d'ordre n — 2 
pour U^{x)\ dans les deux oas particuliers de w = i et de n = 2, ces 
points sont des points ordinaires: ce qui est bien d'accord avec les re- 
sultats précédents. 

14. Soit /*(<) une fonction rationnelle de t dont les coefficients ne 
contiennent ni «i ni re et qui n*admet, pour fixer les idées, que des p61es 
simples: 

t—p^ t—p^ t — Vn 

Considérons Tintégrale double 



+«> / 



0(^x) =JduJf{u + t — x)dt, 



— 00 
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oii les integrations sont effectuées pour u le long de Taxe réel, et pour t 
le long d'une ligne droite joignant Torigine au point d^affixe Z == a -|- y9/. 
Soit p = a •■\- ib un pöle de f{t); Tintégrale double précédente n^aura aucun 
sens pour toutes les valeurs de a; a Tinterieur de la bände indéfinie com- 
prise entré deux paralléles a Taxe réel menées par les points d'affixes 
p et p + 1. Soient 

Pi = ^1 + ^K 'P2 = «2 + iK • • • . i>n = «« + iKj 

les p61es de /*(<), rangés par ordre des coefficients de i croissants, et 
supposons que la différence 6,4.1 — é, soit toujours supérieure a y9. A 
chacun de ces pöles correspondra une bände et deux bändes consécutives 
n'empiéteront jamais Tune sur Tautre. Le plan se trouve ainsi divisé en 
n + I parties non connexes entré elles. Ou reconnalt d'abord que 0{x) 
est constant dans chacune de ces parties; si on Técrit en effet 

0{x)=fdtff{u-\-t — x)du, 



O — 00 



on aura 



i +" 



(iy(x) = —fdtff\u + t — x)du\ 



f{oo) étant nul, comme il est nécessaire de le supposer, on voit que 



Tintégrale 



+ 00 



f f'iu + t^x)du 



— CO 



est nulle pour toute valeur de o; et de / et par suite on a 0'{x) = o. 
Mais cette constante sera variable d'un intervalle ä une autre. En pre- 
mier lieu, pour savoir sa valeur lorsque x est dans la partie au-dessous 
de la premiére bände ou au-dessus de la derniére, on peut faire a? = 00; 
ce qui donne 0{x) = o. Pour calculer Taccroissement de 0{x) lorsque 
la variable traverse la bände correspondant au pöle p^ en passant de 
Tintervalle situé au-dessous a l'intervalle situé au-dessus, on peut, soit 
considérer ce cas comme limite du cas general, soit faire le raisonnement 



120 E. Goursat. 

directement, et on trouve pour valeur de cet nccroissement. 2i7rJ Ridu. 
Ici Vq = Xy v^ = X — ly et par suite 

r, 

Ju^du = — IRi. 

11 en résulte que dans le premier intervalle on aura 0{x) = — 2i7dR^y 
dans le second 0{x) = — 2i7d{R^ + JBj), ... et. enfin au dessus de la 
derniére coupure 0[x) =^ — 2i;rf(iJi + ^2 + • • • + -^n)- Comme on doit 
avoir dans cette partie du plan (p(a;)==o, on retrouve la condition 
connue 

R\ '\- -Bj -f- • • • H" -^1» ^^ o* 

En rempla9ant les constantes R par des fonctions de x on parvient a 
Texpression, sous forme d'intégrale double, d'une fonction qui colncide 
avec n — i fonctions données tout-a-fait arbitraires a Tintérieur de w — i 
intervalles séparés par des bändes de largeur finie, et non par de simples 
coupures. (Voir Hermite, Sur qudques points de la théorie des fonctions. 
Journal de Borchardt, T. 91, p. 69.) 

Des faits analogues ont lieu apparemment pour des intégrales dé- 
finies multiples a un nombre quelconque de variables. Le quadrilatére 
E sera remplacé, autant que j'ai pu le voir, par un polygone d'un 
nombre 2" de cötés pour les intégrales multiples d'ordre n. 

Les principaux resultats contenus dans ce travail ont paru dans une 
note, présentée ä TAcadémie des Sciences le 30 Avril 1883. 

Toulouse, Octobre 1883. 



SUR LES FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES INDÉFINIES 

Ä INDÉTERMINÉES CONJUGUÉES 

ET SUR LES FONCTIONS HYPERFUCHSIENNES CORRESPONDANTES, 

PAR 

EMILE PICARD 

ii PARIS. 



Dans le tome i®' de ce recueil, j'ai rapidement montré comment les 
formes quadratiques ternaires indéfinies a indéterminées conjuguées et a 
coefficients entiers pouvaient conduire a une classe étendue de groupes 
discontinus de substitutions linéaires pour le cas de deux variables; j'ai 
fait voir en outre que Ton pouvait former des fonctions de deux variables 
indépendantes qui ne changent pas quand on effectue sur les variables 
une substitution quelconque du groupe. Je donnerai dorénavant a de 
telles fonctions le nom de fonctions hyperfiwhsiennes, indiquant ainsi Tana- 
logie qui existe entré ces fonctions de deux variables indépendantes et les 
fonctions d'une variable qui ont été appelées fiichsiénnes par M. Poincaré. 

Uobjet de ce mémoire est Tétude des principales propriétés des fonc- 
tions et des groupes hyperfuchsiens, dont Texistence Beule a été éteblie 
dans le travail que je viens de rappeler. Je ne considére que le cas ou 
la forme quadratique ternaire indéfinie a pour coefficients des nombres 
entiers complexes de la forme a •■\- biy mais on verrait facilement que des 
considérations analogues pourraient étre appliquécs si les coefficients 
étaient des entiers formés avec les racines d'une cquation du second degré 
a racines imaginaires. 

Ai'ta mnthmiatira. 5. Iiiipriiuö 2i) Mara ISH-I. \(j 
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frai dii commencer par faire Tétude arithmétique des formes qua- 
dratiques ternaires indéfinies a indéterminées conjuguées, et a ce point de 
vue ce travail est la suite de celui que j'ai publié dans les Annales 
de rÉcole Normale (Janvier et Février 1884) et oii j'ai développé la 
théorie des formes binaires. Le premier chapitre a pour objet cette étude 
arithmétique, dans le second et le troisiéme je m^occupe particuliérement 
du groupe hyperfuchsien que je fais correspondre a toute forme indéfinie, 
et enfin le quatriéme chapitre est consacré ä Texamen des propriétés les 
plus importantes et les plus simples des fonctions hyperfuchsiennes. 



I. 

I . Considérons la forme quadratique ternaire ä indéterminées 
X et .T,, y et y,, ^r et ^;, " 

(i) F = axx^ + a'yy^ + a"zz^ + hyz^ + \y^z + h'zx^ + V^z^x 

+ Vxy, + V^x^y 

ou a, a' et a" sont réels, les coefficients h et ft, , V et 5J, h" et h'^ sont 
dos guantités imaginaires conjuguées, forme que nous désignerons par 
(a, a', o", h, h', b"). On établit bien facilcment que, si le discriminapt 
do oette forme, cest ä dire la quantité reelle 



A = 



a b" />; 



b' \ a" 



n'est pas nul, on peut la mettre sous Tune des formes suivantes 
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oii Uj Vy IV sont des expressions linéaires en x^y, z et indépendantes. Soit 

t* = ax -\- ^y ■\- yz 

v = a'x + l^y + fz 

Dans les deux premiers cas, la forine ayant un signe invariable est 
dite définie; dans les deux autres cas la forme est indéfinie. 

Les resultats précédents donnent tout ee qui concerne Téquivalence 
algébrique des formes F; nous supposerons dans la suite que la forme F 
est indéfinie et a coefficients entiers, et qu'elle appartient au type 



UUq + vv^ — ww^ 



o 



c est a dire qu'on peut la ramener a cctte forme par une substitution linéaire. 
2. Commen9ons par rcsondrc le probléme suivant: Trouver la trans- 
formation linéaire la plus générale transforniant en elle-méme 

Soit donc 

U-= Mu + Fv + Rw 

(i) F= M'u + F'v + Rw 

W = M'u + F'v + R'tv 

une substitution telle que 

UU, + VV, — WW, - nu, + vv, - ww,. 

On aura les relations 

MM^ + M'M'^ — M"M'^ = I 

pp„ + P'p; — P"P'; = I 

RR^ + R'R'^ — R"R',' = — I 
MP^ + 3f.'P; — M"P'^' = o 
MR^ + 3f' jb; — M"i?;' = o 

PR^ + P'ä; — P"b;' = o. 
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Comme d'autrc part les équatlons (i) résolues par rapport a u, v et lo 
donnent 

« = M,U-\- 3/;F— M'^ w 

■ 

ces six équations soiit équivalentes a celles-ci: 

MM, + PP, - BB, = i 
M'M'„ + Fr, — B'B', = 1 
M"M'; + F'Pl' — B"B',' = — I 
. ' M,M' + P,P' — B,B' - o 
M,M" + P,F' — B,B" = o 
M',M" + P;F' — R',B" =-- o. 

On tire de la quatriéme et de la cinquieme de ces équations 

Jf. _ P, B, 



p^E — FR" M'B" — M"R' M'F' — M"F ' 

Désignons par k la valeur coinmune de ces rapports: en pörtant les 
valeurs de M,, P, , B, dans la premiére équation, on aura 

I =H;[{M'M', + FF, — B'B;,){B"B',' — M"M',' — F'F;) 
— {M',M!' + P;F' — R',B") {M'M;' + FF^ — EB'^)] 

et par conséquent kk, = i . 

Le systeirie des six équations peut donc se reniplacer par le suivant 

M, = k{F'B' — FR"), P, = k{M'B" — M"B'), B, = k{M'F' — M"F) 

M'm;, +. FP', — B'b; = i 

M"M',' + F'F,' — B"B',' = — I 
M',M" + F,F'— B',B" = o. 
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3. Ceci pose, revenons a la fornie indéfinie F ä coéfficienfs entiers, 
forme qui peut 8'écrire 

F = uUq + vv^ — ivWq 

o\i Uy v et tv ont les- significations indiquées (§ i), les a, ^, ;- ii'étant 
pas nécessairement des entiers. En méme temps que la fornie indéfinie 
proposée, j'envisage la forme définie 

oii TJ, F, W sont les expressions linéaires en w, t;, iv définies dans le 
paragraphe précédent. On aura donc 

--= Nornie {3Iu + Fv + Rw) + Nornie {M'u + Fv ± Rw) 

+ Nornuj {M"u + F'v + R"w) 

et d'aprés les relations auxquelles satisfont les 3f, P, F on peut écrire 

O = — {uu^ + vv^ — wiv^){M''Ml' + F'P;' — 7?"i2;') 
+ '2{M''u + F'v + R'w){M',\ + P;X + Fö^Vo)'^ 

elle ne contient plus que les lettres itf", F' et i?" d'ailleurs liées par 
la relation 

M"itf;' + F'P;' — ä"ä;' = — i . 

On doit concevoir d'ailleurs que u, v et tv sont reniplacés par leur 
valeur en Xy y et z; la forme est donc une forme quadratique ternaire 
définie aux indéterminées conjuguées x, //, z, x^y y^^ z^. Ello renferme 
trois paramétres arbitraires ili", F* et R" lies par la relation écritu 
ci dessus. 

Je ferai inimédiatement la remarque suivante: En effectuant dans 
une substitution S on obtiendra une nouvelle forme y\ soit de mcme f 
la transformée obtenue en faisant dans F la substitution Sy on voit tres 
facilement que ^ peut se déduire de f d^aprés le mode méme de forma- 
tion de au moyen de F. 
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4. Il est nécessaire de rappeler maintcnant les resultats relatifs a la 
réduction des formes définies. En nous bornant aax formes quadratiques 
ternaires, on peut énoncer la proposition sui vante: Etant donnée une 
forme quadratique teniaire définie a coeffieients quelconques, on pöurra 
toujours par une substitution linéaire a coeffieients entiers et de détcrmi- 
nant un, transformer la forme en une forme équivalente ayant pour 
expression : 

/ijNorme(:c + s^^y + s,.^z) + ;/,Norme(y + s^.^z) + /i^ 'Normen 
oii /ij, /ij, /ig sont positifs avec les conditions 

Dans chacunc des quantités complexes s, la partic reelle et la partie 
imaginaire ne surpassent pas - en valeur absolue. 

Ju 

On donne le nom de réduites aux formes jouissant de ces propriétés 
et on établit qu une forme définie donnée n est arithmétiquement équiva- 
lente qu'a un nombre limité de formes réduites. 

Le procédé de réduction, conduisant au théoréme qui vient d'étre 
énoncé, est du a MM. Korkine et Zolotareff (Mathematische Annalen 
t. 6) . Il s'étend d'ailleurs a un nombre quelconque de variables. On 
trouvera développée cette théorie de la réduction des formes quadratiques 
définies a indéterminées conjuguées dans le beau mémoire de M. Jordan 
sur réquivalence des formes algébriques (Journal de TEcole Poly- 
technique t. 29). 

Reprenons la forme définie du paragraphe précédent, elle ne sera 
pas réduite en générale; supposons que pour certaines valeurs des para- 
métres on cherchc une substitution a coeffieients öntiers qui la réduise; 
cette substitution réduira tant que les paramétres 3f", P" et JB" 
satisferont ä certaines conditions. Si on suppose que ces paramétres varient 
d'une maniére continue (en satisfaisant, bien entendu, a la relation in- 
diquée), il faudra a un certain moment employer une autre substitution. 
pour réduire 0, et c^est a ces operations de réductions successives de la 
forme quand Jkf'', JP" et JR" varient d'une maniére continue que nous 
donnons le nom de réduction continuelle de cette forme. 
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Nous dirons qu une forme indéfinie F est réduite, quand la forme 
définie correspondante est elle-méme réduite pour certaines valeurs des 
paramétres Jkf", P" et JR". Le premier point a établir est qtie le nombre 
des formes réduUes arithmétiquement équivalentes å une forme donnée est fini. 

5. Cherchons quelles relations d^inégalités entré les coefficiente en- 
traine la conditiön quune forme définie est réduite. Soit: 

Asx, + A'mu + Ä"zs, -f Byz, + B,y,z + B'zx, + B'^,x + B'xy, + B'^x,y 

une telle forme, supposée positive; les valeurs de /i^, /i^, fx^ et des e en 
fonction des -4 et 2? se trouvent immédiatement. On en déduit les condi- 
tions suiyantes: dans B" et B' la partie reelle et le coefficient de i sont 

moindres en valeur absolue que —A) puis 



AA — B''B''>-A'', 

dans {AB — B^B^) la partie reelle et le coefficient de i sont moindres 
en valeur absolue que -{AA — B"Bq) (cette derniére expression est 
nécessairement positive puisque la forme est définie). Enfin Ton a 

{A A — B"B'^y < 2AA 

en désignant par A le déterminant de la forme. 

Ces diverses conditions d'inégalité expriment complétement que la 
forme est réduite. On peut en déduire d'autres: cherchons en particulier 
quelques fonctions des coefficient^ limités en fonction de Tinvariant A. 

On a, avec les notations du paragraphe 4, 

/^2 > 2/^1 y Ih ^= 4/^1 

et comme A = PiMif^s ' ^^ ^^ déduit 

fi\<2'A, /i^/i, <2A, /viI<4A, /i,/i]<2A. 

m 

Puisque A = fx^ on voit que A est limité en fonction de A , et il en est 
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alors de méme de la partie reelle et de la partie imaginaire de B' et 
B*'. Puisque 



A A — B"B',' < v 2^A 
on en conclut qiie A A ost aussi limitc; 
or A A' = fjL^ (/ij Normc Sj ^ + /^a) v 

par snite /iji.^ est égalernent limits. On a de suite 

o 

Ml/h < 2A^ 



On voit aussi que A A' A" est limité aussi que A A' et il en est de inéme 
de la partie reelle et de la partie imaginaire dans BB'j BB'' et BB'B'\ 
Je ferai encore la remarque que les produits 

{AA' — B'B'o){AA — B"B'o') et {AA — B''B'^)\AA' — BB^) 
sont limitcs et de méme le produit 

• {AA — B"B'^) {AA' — B' B',) {A A' — BB,). 

Démontrons le fait pour ce dernier produit; il peut s'écrire 

A'A'A'' + BB, . B'B', . J5"/?;' — A^^AA^BB, — AAA''B"B'; 
— AA'A^B'B', + AABB.BB, + AA'BB,B"B'^ + AA'B'B',B''B'^. 

Tous les termes seront limités; prenons par exemple 

A^^A^BB, 

qui sera 

c'est un polygonc en /ij , jx^ et [i.^ , contenant des termes qui sont tous 
limités. 

Nous signalerons encora les expressions 

ABB, , A B' B', , A'B'B'^ 

et, je le repéte, to\ites les expressions qui viennent d'étre indiquées sont 
limitées on fonction de Vinvariant A. 
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6. Revenons maintenant a la forme définie associée ä la forme 
indéiinie F (paragraphe 3). 
Noug avons 

<p = _ {tm, + vv, — icw,){M"M',' + P"F; — R"R',') 
+ 2{M"u + P"t' + R"w){M',\ + F,'v, + B>J 

et soit en développant 

= Axx,, + A'y>/^ + ^'X + Byz^ + B^y^z + Rzx^ + B'^z^x 

« 

Tout d'abord les coefficients de xx^j yy^ et zz^ dans P sont inférieurs en 
valeur absolue aux coefficients correspondants de 0. Prenons par exemple 
a, on aura 

et on a 

A = aa, + «'«; — «"<' + 2 Norme (ilf"a + F'a' + R"ä") 

et le fait apparait immédiatement si a est positif. Si a est négatif on 
rcmarqnera que A peut s'écrire 

^ -- — (aa, + a\ — «"«;') + 2 Norme {Ma + Poi' + 7?a") 

+ 2 Norme (M' a + Fa' + B' a") 

et par suite on peut ccrire dans tous les cas 

hl£^» h1.^^'^ I«'15^" 

on entendant par |a| la valeur absolue de a. 

Or en désignant par — A le discriminant cvidemment négatif de JF, 
le discriminant de sera A. 

Si la forme F est réduite, la forme sera rcduite pour certaines 
valeurs de M\ F' et B". Les expressions A, AA'j A^A'\ AA'A" étant 
niors limitoos en fonctlon de A, il (*n sera de meme de 

a. aa\ a^a" et (fa'a'\ 

ÅHa inalhenuUira. 5. Iiiii»riiii(* :i Avril l.ss4. \1 



130 Kmile Picard. 

Je dis encofe que lon a 

{an' — h'X) < A A' — IV 'B'^ 
(i) {an" — h'h'„) < AA" -r- irB'^ 

(rt'o" — bbj < A' A" — BB, . 

Il suffit éviderament de montrer qu'il en est ainsi pour les deux fonnes 

or on a, dans la premiére, 

aa' — b'%' = (a«, + a'«; - a"a','){fip, + [f(f, - [f'ff') 

— Nonne (ay5 + a' (T — a"y9") 
et dans la seconde 

ÄA' - B"B;' = (ao. + «'«; + «"<)(/9Ä + M + /9"^;) 

— Norme (a/9 + o'/? + a"y9")- 
Or on peut écrire 

ÄA — B"B;' = Norme (a/9; — a'/9J + Norrae (a'yy; — a"/9;) 

+ Norme (a"/9, — a(f,') 
tandis que 

aa' — b'X = Norme (a/S; — a'/9J — Norme (a'y9;' — a"/5;) 

- Norme (a"/9, - ot/^/) 

et les inégalitcs annoncées deviennent évidentes. 
On en conclut que 

aa' — VX^ (««' -^ h'X){(^" — b%) , {an' — b'%'y{a'a" — hh^) 

sont limités en fonction de A, puisque les combinaisons analogues oii les 
petites lettres sont remplacées par des grandes sont limitécs. 
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Des inégalités (i) on déduit eiurorc iiniiicdiatement que 

ahh^ , a'h% , irb'X ^^ Norine hh'V' 

sunt limitcs en fonction de A. 

Nous ajouterons enfin Texpression a\aa" — b'b'^^ qui est limitée puis- 
que A\AÄ" — B'B'^) est limité. 

Nous nous proposoiis maintenant d'établir ce théoréme fondamental 
que le tiombre des réduites ayant un déterminant donné est limité. 

7. Nous allons d'abord donner la demonstration en supposant que 
a nest pas nul. 

Les produits aa' et a V' étant comme nous Tavons vu limités a, a' 
et a" seront limités en fonction de A. 

La norme de b sera kussi limitée puisque abb^ Test également. • 

Il en est de méme de i" et b' puisque nous avons montré que 

aa' — b''b'^ et a\aa" — b%) 

sont limités. ' 

Les six coefficients qui sont des entiers ont donc leur norme limitée 
en fonction du déterminant A, et le théoréme est alors établi 

Tout ceci suppose essentiellement que a n'est pas nul; la demonstra- 
tion est encorc bien facile quand, a étant nul, le produit b'b" est différent 
de zéro, car 

a'b%, a"b"b'^ et bb'b" 

étant limités, on conclut de suit<3 que a', a", b, b' et b" sont limités. 

Supposons maintenant que, a étiint nul, Tun des coefficients b' ou 6" 
soit nul: soit par exemple b' = o avec a = o. 

Le déterminant de la forme se réduit a — a"W^\ ä" et b" sont 
donc limités et on voit que a" sera positif. U faut montrer que a' et b 
ne peuvent dépasser une certaine limité dépendant seulement de A . Nous 
remarquerons d'abord que la limitation de 

;. {b'Xy{a'a"-bbJ 

nous montre que a'a" — bb^ est limité. 



132 Emile Picard. 

Soit 

F =^ a'yy^ + a"zz^ + byz^ + b^y^z + h"xy^ + b[;x^y 

et posoiis () = aUi" — bb^ que, pour fixer les idécs, nous 8Uj)jK)scroiis 
positif : dj couiine nous vcnoiis de le dire, est liinité. Nous pouvoiis écrire 



a"F = {a"z + bM«-"^ + %.) + i(^^ + «"6"^)('^« + «"i;'xj - ^^' a?.r. 






et la forinc correspondant a la formo a"F, sera 



I V O . J 



a o 

X [^{P, + R,)x, + {Af, b + P,,3)i,, + M,a'\j^ 

en écrivant 3/, P, jR au lieu de ilf", P", 22" coniine nous Tavions fait 
plus liaut. On a d'ailleurs 

La fonue est définie pour certaines valeurs de itf, P et U. 
Le coefficient — ^ — - (P + 7?) (P^ + ^o) ^® •'"^o ^^* Hmité en fonc- 
tion de Tinvariant a"^A de a"!''; on a ainsi: 

Le coefficient de ^^^, dans 2*' est — =r- Jbf^ (P + JB) ; sa nonne doit 
étre plus grande que la moitié du carré du coefficient de xx^. On a donc: 

^1mM,{P + Ä)(P, + Äo) < 2 (^) (P + R)\P, + B,y. 

On déduit des inégalités précédentes que MM^ est liniité en fono- 
tion de A. 
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Or duns le coefficient de zz^ est 

ou bieii 

a''\2MM^ + i). 

Ce coefficient est donc liiiiité. Mais le coefficient de zz^ étant liniitc dans 
0j il doit en étre de inéine du coefficient de //z/^; en effet si on désigne 
par -4, -4' et A" les coefficients de xx^j yij^ et zz^ dans une forine définie 
réduitc, on aura: 

coninie il résulte inimédiatement des conditions de hx réduction; si donc 
A" est limité, coinine A Test toujours, il en sera de ineme de A'\ nous 
concluons de la que a'a" est limité^ par suite a' est limité, il en est 
alors de méme de hb^\ tous les coefficients sont dotic encore limités. 

Il nous reste a examiner le cas ou a = 6" = o. On voit de suite 
que a' et b' sont limités, car le déterminant de la forme, qui est supposé 
diflférent de zéro, est egal a — a'b'b'^ . Nous avons a montrer que les 
deux autres coefficients a" et b sont limités. 

Soit 

on aura 

0^ F + 2 Norme [{Ma + Pa' + i^a")^ + W + ^^[f + i?/5")z/ 

Les cquations de condition pour la réduction de la foriiic domicnt 

Normc {MB + P^ + R^') < - Norme {Ma + Pa' + Ra") 
et dans 

a' \ « Ma '+ l'a + Ha") 
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la partie reelle et le coefficient de i sont irioindres qiie - en valeur 

absolue; des deux eonditions précédentes on eonclut que h est limité. 

Il reste seuleinent a faire voir que a" est limité; nous allons faire 
voir que d = a' a" — bb^ est limité. On va supposer dans cc calcul a' et 
d positifs mais un calcul analogue peut étre falt dans tous les cas. 

;Eiqrivön3 

• . • a'F =F Norme(a'y + h^z) + Norme ( /^ -^ . \ — Norme^^; 
la forme adjointe a a'F sera 



yo 



• +2 Norme [ ^ (P -\- B)x + Ma'y + {M\ + i*#)^l • 

-sid . "J ■, 



Le Coefficient • de ry^ est 






et celui de.it^k 



2"^{P+R){P, + B,). 



M. 



Donc dans,.'^' „ ■ '... le coefficient . de i et la partiie reelle sont 

* o i" •*"o 



I Vb\ 



moindres en valeur absolue que =^. 



Le coefficient de ^,fz^ est 



v o 



ab' 



ou 



a'b'{BR, - MM, - FP,) -h 2:^iP + R){M,b -f- I\,^) 

V o 






« •« « é 



et dans cette expression le coefficient de i et la partie reelle sont 
moindres que 



o 
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Dans le quotient de ces deux quantités, la partie reelle est donc 
comprise entré — i et + i. Or ce quotient peut s'écrire: 

(P + R){P, + I{,) + P,n- n,P- MM, + ^^3f,(P + Ji) 



^(P + ft)(P. + 2?.) 



et en posant „ „ = X, on aura donc 






On a de plus 



^A < 2 fl ' 



On voit blen facilement que ces deux inégalités rclatives a Å ne 
peuvent étre vérifiées simultanément que si r) est limité en fonction de 
by b' et a\ et par suite de A. Le point ?. doit en eflfet etre intérieur 
au cercle 



;; -1^ 

^ 2 (} 



et extérieur au cercle 



, - å • • • 

Or ces deux cercles étant symétriques par rapport a Taxe réel, il faut et 
il suffit qu'une des racines de Téquation: 

2 I Ub\ 

2 f) 

. • . , . 

soit en dehors des racines de Téquation: 



A'_3;.?^'^ + ''^:^''«-,-.o. 



v o *^ 
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/T i »ki 

Soit X = sv — 7^, ou £ ~ + I, cette racine; le resultat de la substitu- 

tion de cette valeur dans le premier meinbre de la seconde équation 
devra ötre positif; on aura alors 



d*ou Ton déduit que d est limité. 

En resumé nous pouvons énoncer le théoréme suivant qui est 
fondamental. 

Le tmnhre des réduites arithmétiquement équivalentes a une foitne in- 
définie, dont le déterminant liest pas md, est fint. 



II. 

8. Commen9ons par faire un changement dans les paramotres; ootte 
substitution se fera bien simplement en remarquant que la forme ost 
homogéne en 3f, P, R. Posons alors 

M_ P _ 

B "~ *' Ii ~ '• 

Nous considérerons dorénavant la forme 

= — (uu„ ^ w, — ti'»/'o)(^fo + '7'?u — O + 2 Norme(Mf + t>iy + w) 

et pwisque on avait MM^ + PP^ — ,RR^ = — i , on voit que les 
paramotres f, jy devront »ntisfaire k la condition 

Nous appellerons souvent dans la suite un systeme de valeurs (^, rj), lo point 
^j rj). LVnsemblo dos points (c, rj) sntisfiiisanf Ji uno ou plusiours oondi- 
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tions d'inégalité formera ce que nous appellerons un domaine de points. 
Ainsi, par exemple, Tensemble des points f , rj pour lesquels 

formera un domaine que nous désignerons par 5, et nous désignerons par 
limite o\x surface du domaine Sy Tensemble des points tels que 

Certaines inégalités entré f et ^ exprimeront que la forme est réduite, 
et si ces inégalités sont compatibles, elles définiront pour le point (f, rj)- 
un certain domaine D qui correspondra ä la réduite indéfinie 

Nous n'avons d'ailleurs ä considérer que les parties du domaine D in- 
térieures a 8. 

Ceci pose, je vais étabUr que le domaine D ne peut avoir plus d'un 
point commun avec la surface de 8. 

Désignons par — A le déterminant (qui est évidemment négatif) de 
la forme F] on voit d'abord que le déterminant de la forme est egal ä 

Or dans une forme définie réduite, le coefficient de xx^ est moindre 
que deux fois la racine cubique du déterminant (voir paragraphe 5); nous 
aurons par suite en conservant les notations précédemment adoptées 

2 Norme(a^ + a'iy + a") + a(i — f^o — m) < ^ A'(i — $5, — rjrj,) 

et on conclut de cette égalité que si le point* (f*, rj') appartient a la 
limite de 8 on aura 

ae + aY + a" = o. 

D'autre part en désignant comme précédemment par {A , A', -4", -B, C, B") 
une forme définie réduite, on peut écrire, comme on sait, cette forme de 
la fa9on sui vante: 

/£j Norme {x + e^y + e,^) + /^j Norme (y + e^z) + p^zz^ 
oii les /Å et e satisfont aux conditions rappelées. 

Äeta mathmoHca. 6. Imprijufi 15 Aviil 1884. 18 
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Or on a 



fi,=Ä' 



f'b;' 



/*» ~ ^ A AÅ' — B"B" \^o A ) ' 



et on a vu que 



XT ^ ' XT AB — B'B' I 

Normej<-, Norme ^^,^ — <- 



Considérong toujours un point du domaine D, qui appartienne a la 
surface de S; comme nous venons de le voir on a pour ce point (^, tj') 

Qtf + »Y + «" = o. 

Alors /£j devient nul et on voit que jul^ et fi^ se réduisent respective- 
ment a 

A' et A" - lim B, . j^, ~ ^!|f. . 

Nous supposons que le point (^, rf) restant toujours dans le domaine D 
tende suivant une loi arbitraire vers le point (f', )y'); c est dans ces condi- 
tions qu'il fa ut entendre le signe limitc contenu dans Texpression précé- 
dente; les autres termes disparaissent car 

B"fi" B" I 

lim — ~- = o puisque Norme — < - et lim R' = o 

et de méme pour les autres. 

Mais la forme se réduit pour f = f* et oy = )y' ii 

2 Norme [(y9f + ^i + P')y + (r^ + fi + f)^] • 
Or son déterminant est nul; donc pour ^ = ^, gy = )y' on a 

On a par siiite /i, = o, Thypothése ;u, = o donnant aussi /i, = o 
puisque /i, >7/i,. 
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On a par suite 

P^ + ^i + /5" == o, 

et cette égalité jointe a 

af' + a')?' + a" = o 

déterminent complétement ^ et )y' ; U ne peut donc y avoir pltAS d'un point 
du domaine D appartenant å la surface de S. 

9. A chaque réduite ne correspondra pas d^ailleurs évideniment un 
tel point; il est nécessaire pour cela que les valeurs de ^ et )y' tirces 
des deux équations précédentes satisfassent ä la relation 

^fi + v'Vo— 1=0. 

Approfondissons maintcnant la signification de Télquation de condition a 
laquelle on est ainsi conduit. En résolvant les deux premiéres équations 
et portant les valeurs de ^ et rj' dans la troisiéme, on a: 

Norme (a"/? — a'^') + Norme (ySa" — ay9") — Norme {a^ — a'fi) = o. 

Or désignons comme précédeniment la for me par 

F = (a, a', a", i, ft', i") 
on a 

a = aoL^ + a'ao — a"»^' 

a' = /9Ä + ^^, - /9-/9J' 
et . 

6" = a^, + a% — a"^;. 

En formant Texpression b^b^ — a'a, on trouve: 

b'%' — a' a = Norme (a"/? — a'y9") + Norme (y9a" — oty?') — Norme {a^ — a'/9) 

et lon voit par conséquent que: 

Ainsi les réduites pour lesquelles cette relation est vérifiée sont les seules 
pour lesquelles le domaine D peut avoir un point commun avec la limite 
du domaine S. 
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Mais ce n'est pas tout; je dis que a dovt étre md. Considérons en 
effet une réduite dans laquelle a n^est pas nul; nous avons vu précédem- 
ment que dans ce cas les coefficients de xx^y yy^ et zz^ sont limités, 
par suite 

Ma + Pa' + Ra", M^ + P^ + R^' et My + Pf + Bf 

sont limités en fonction de A :* Mj P et JB ne peuvent donc dépasser une 

3f P . . 

certaine limite et par suite le point f . = «=- , ^ = — est intérieur au 

domaine S\ il n*a aucun point commun avec la surface de ce domaine, 
car de tels points correspondent ä des valeurs infiniment grandes de R. 

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant qui est fondamental : 

Les réduUes pour lesquelles a = o, 6" = o sont lés seules pour les- 
queUes le domaine correspondant D peut avoir un point commun avec la 
surface de S. . 

IG. Nous allons montrer maintenant qu'aux réduites, dont il vient 
d'étre question, correspondent bien effectivement des domaines D ayant 
un point commun avec la surface de S. 

Soit donc comme précédemment une forme dans laquelle a = o, 
6" = o, et que nous supposons réduite (voir paragraphe 7, le cas oii 
a = o, 6" = o). Supposant comme précédemment que d = a' a" — bb^ 
est positif, nous avons 

a'F = Norme {a'y + b^z) + Norme (——1= — -) — Norme ^-=^ 

et nous prenons la forme associée ä a'F avec les paramétres f et ^ 
0=a'F{i-e$^-rpj^) + 2Norme[^(i7+ i)a; + a'^ + (fft, +i7v^)/]. 

La forme F étant réduite, il cxiste des valeurs de f et ly pour lesquelles 
est réduite, et il faut montrer que le domaine D de ces valeurs a un 
point commun avec la limite de S. 

Les conditions de réduction pour apprennent de suite que dans 

b' — T — le coefficient de i et la partie reelle sont moindres que — r^ 

en valeur absolue; puis dans 
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L ^ (I + 7)(i + -n.) (I + ?)(! + 7t) ^ >^i + 7oJ 

la partie reelle et le coefficient de i sont moindres en valeur absolue que 
— ^. Nous voyons encore que dans 



K'-*i^) 



la partie reelle et le coefficient de i sont moindres que -. 

IjCS trois conditions précédentes expriment que dans mis sous la 
forme canonique 

/£j Norme(a; + ey + e'£) + /i, Norrae(y + e"i8f) + /i, NorraeiS?, 

» e, c' et e" ont leur partie reelle et leur coefficient de i compris entite 
et H — . Il reste å écrire les deux autres conditions qui expri- 
ment que /t, < -/^i ét /I, <-/i3. On obtient ainsi: 

2 2 , 

I - ^^0 — 7^0 > ^(7 + 0(7o + o 



et 



I — ffo — 7^0 > ^^(7 + 0(7o + i) 



Je dis d'abord qu'il existe dans le voisinage de f = o , iy ;= — i , des 
valeurs de f , ly satisfaisant a la premiére serie de conditions. En effet 
puisque la forme (P est définie pour certaines valeurs de f etiy, il existe 
des valeura de 



et 



J + ? (I + 7)(i + 7o) 



satisfaisant aux trois premiéres conditions; on remarque d-ailleurs que les 
trois premiéres conditions ne dépendent que de ces quantités. Soient donc 



i+7~ (I + 7)(i + 7.) ~ ■'^ 
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deux valeurs convenables de A et /x; nous allons montrer qu'il existe dans 
le voisinage de f==o, iy = - — i des valeurs de f et iy donnant a 



et ' - '» 



des valeurs tres peu diflférentes de Å et /i, et ces valeurs de ^ et iy satis- 
feront par suite aux trois prcmiéres conditions. Soit en effet iy = a + i/9. 
On aura 

7 — 7o 2i^ 



Or faisons tendre a vers — i et Ä vers zéro de telle sorte que - — -^-r-, 

tende vers äi alors z — . ^ .. ^^ — r tendra vers a quand » tendra vers — i 

de la maniére indiquée; il suffit de prendre f = A(i + 7)> po^^ avoir, 
aussi rapprdché que Ton veut de f=o, rj = — i, un systeme (f , rj) 
satisfaisant aux trois premiéres conditions. Il importe de s'assurer que 
parmi ces valeurs de (f , yj) il y en a pour lesquelles 

Remarquons quon peut faire tendre ^ vers zéro et a vers — i, avec 

la condition que - — ^—^ ait une valeur donnée, de telle maniére que 

a' + /9^ soit moindre que Tunité. Soit donc iy tellement choisi, Tégalité 
^.z= X{rj + i) donne une valeur correspondante de f; je dis que le point 
f , Tj est a rintérieur du domaine S. Si on avait en effet 

on aurait 

(I + ?)(! + 7o) (» + ?)(! + 7o) I + ?o "^ (I + 7)(i + 7o)' 

Le second membre de Tinégalité est d'ailleurs positif. On voit alors que 
rj tendant vers — i , la norme grandirait indéfiniment, ce qui est 

absurde. 
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n existe donc dans le voisinage du point (o , — i ) une infinité de 
points f, jy, pour lesquelles on a 

.f ^0 + m < ^ . 

et qui satisfont aux trois premiéres conditions. Je dis maintenant que 
ces valeurs de f, ly, si elles sont suffisamment rapprochées de f = o, 
iy = — I satisferont aux deux autres conditions 



S'il en était autreraent en effet, il y aurait sur Tune ou Fautre des 
deux surfaees 

I — f^o — m = ^^(7 + 0(7« + o 

des points uussi rapprochés que Ton voudrait de ^ = o , jy = — i , et 
satisfaisant aux trois premiéres conditions. Or pour de tels points on 
aurait manifestement 

(I + 7)(' + ?.) (• + 7)(i + %) ^ 
ou Ä est une constantc, et en remarquant que: 

(I + 7)(i +7.) I + 7o (I + 7)(' + 7.) 

on voit que — ■ — augmenterait indéfiniment, puisque -, — ,^ ^, ^^ — r reste 

fini quand yj tend vers — i , les trois premiéres conditions étant vérifiées. 
Nous arrivons donc encore a une contradiction. 
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Il résulte de cette discassionC) qu'å toute réduUe dans laqudle a = o 
et b" = o correspand bien effectivement un domamé D ayant un point 
commun avec la surface de S. 

II. Nous avons maintenant ä rechercher 8'il existe toujours, qutUe 
que soit la forme donnée, des réduites arithmétiquement éqttiyalentes et 
dans ksquelles a et b" soient nuU. Nous allons démontrei* qu'il en 
est ainsi. 

Commen9onB par établir qu'il existe des formes arithmétiquement 
équivalentes a une forme donnée f et dans laquelle le coefficient de xx^ 
est nul. Si Ton fait dans f la substitution 

x=^MX + M,T + M,Z 
y=PX+P^Y+P^Z 
z= QX+ Q,Y+ Q,Z 

il est clair que le coefficient de XX^ dans la transformée sera: 

AK P, Q)' 

Il s'agit donc de voir si en donnant aux indéterminées Xy y^ z des 
valeurs entiéres ^t premiéres entré elles jW, P, 0, la forme / peut 
s'annuler. En d'autres termes nous allons montrer que zéro peut étre 
représenté par une forme quadratique ternaire indéfinie a indéterminées 
conjuguées; c'est lä un point qui distingue essentiellement la théorie de 
ces formes de celle des fornies tertiaires reelles^ ear on sait que Gauss a 
montré que zéro ne pouvait étre représenté par toute forme ternaire 
indéfinie reelle {Disquisitiams Arithmetiea, paragra^e 294). La cau^e 
de cette différence est dans le faijt que lon peut toujours satisfaire a la 
congruence (i) 

xXq = a (mod b) 



(^ Nous avods supposé qtle & = af a" — bb^ ^tait différeät de zéro et pdsitif. Dåns 
tou8 les autres oas, des considérations toutes semblables, condnisent au mdme resultat. 
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(juels que soient a et // {b étant seulement supposé non divisible par un 
carré) tandis quau contraire on sait que la congruence (voir sur ce sujet 
Heumite, Journal de Crelle, t. 47) 

x^ = a(niod&) 

n'a pas de solutions quels que soient a et b, 

Nous montrerons au paragraphe suivant cominent de ce théorénie 
on déduit que 'zéro peut étre reprcsenté pour toute forme ternaire in- 
définie a indéterminées conjuguécs. J'admets pour le moment ce resultat 
et je vais en conclure quil existe une réduite dans laquelle a = ft" = o. 

D'apres ce que nous venons de dire, on pourra faire une premiére 
transformation lincaire de déterminant un, donnant une transformée dans 
laquelle le coefficient de .rx^ est nul. Que lon fasse alors dans la forme 
une substitution 

(;c, //, 2, X, my + nz, pj + qz) 

on voit de suite que Ton peut choisir deux entiers m et p premiers entré 
eux tels que le coefficient de xy^ soit nul; on déterminera alors n et q 
par la condition mq — wjp = i . 

Nous obtenons donc une forme arithmétiquement équivalente a la 
proposée dans laquelle a = A"= o; mais cette forme n^est pas nécessaire- 
ment réduite. Nous pouvons supposer que dans cette forme rexpression 
a' a" — bb^ est diflférente de zéro et positive, car s'il en était autrement 
en faisant la substitution 

(x, y, z, X + nz, y, z) 

oii n est un entier arbitraire, cette expression se transformant en 

a! a" — bb^ + a'{)hi + ft^) 

on peut choisir n de maniére qu'elle soit positive (car a' ot // no sont 
pas nuls vu qu'alors le déterminant de la forme serait nul). 
Nous- avons donc une forme f 

Artii innthmntini. ö. Iii)|ii-iiiK> Is Avril |.vs|. ]«) 
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* 

arithmétiquement équivalente a la proposco et dans laquelle on « 
d = a'a" — b\>o. A la forme a'f est associée la forme définie 
(paragraphe i o) 

= ar{i — fCo — VVo) + 2 Norme [^'(7 + i)x + a'&j + {$b, + lyv^^)^]; 

cette forme ne sera réduite pour aucune valeur (f , rj) du domaine S si 
la forme indéfinie f n'est pas réduite. Quellc substitution faut il faire 
dans et par suite dans f pour la réduire? peut se mettre sous la 
forme canonique 

/i, Norme (x + si/ + s'z) + /«, Norme (?/ + s"z) + /i^zz^ ; 

or nous avons vu (paragraphe 10) que les inégalités ii^'>^-ii^^ /J^s^^/^^ 
devenaient pour la forme 

(«) 

« 

On peut toujours trouver des valeurs de c> 7 satisfaisant a ces inégalités; 
coiisidérons en effet Tinégalité 

.ou A est une quantité positive quelconque; on pourra toujours y sa tisfaire 
et méme pour des valeurs reelles de f et ly. On voit de suite en effet 
que Téquation 

i—e — 7]'==A{i+7jy 

représente une ellipse reelle, intérieure au cercle de rayon un et tangente 
ä ce cercle au point (f = o, rj = — i). Tout point f , ly a Tintérieur 
de cette ellipse satisfait a Tinégalité (j^). 

Ainsi il existe des valeurs de (f, r/) satisfaisant aux inégalités (a). 
Prenons un tel systcme de valours. 
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Pour réduire la foririe 0, c'est a dire pour que les s aieiit leur 

partie reelle et leur coefficient de i compris entré et H — , il suffira 

évidemiiient d'einployer une substitution de la forme 

(.r, 1J, z, X + my + nz, ij + qz, z) 

1 

Une substitution convenable de cette nature transforme done f en une 
forme réduite; mais cette substitution ne fait pas apparaitre de terme en 
xXq et en xy^: la proposition énoncée est done établie. 

12. Il nous faut maintenant établir que zéro peut étre représenté 
par toute forme quadratique ternaire indéfinie a indéterminées conjuguées'. 
Prenons d'abord la forme 

v 

f= axx^ + %, + czz^ 

oii nous supposons que a, ft, c, ne sont pas de méme signe. De plus 
ces nonibres sont deux a deux premiers entré eux et aucun d'eux n'cst 
divisible par un carré. Nous allons avoir peu de chose a changer a la 
profonde analyse par laquelle Gauss établit que zéro peut étre représenté 
par une forme ternaire reelle quand — hc, — ca, — ah sont respective- 
ment résidus quadratiques de a, ft, c. {Disquisitiones arithmeticw, para- 
graplie 294). 

Soient //, Ky L trois entiers satisfaisant aux congruenccs: 

II Ff^ = — be (mod a) , KK^ = — ac (mod b) , LL^ = — ab (mod c) ; 

nous avons dit plus haut qu'on pourrait toujours trouver de tels nombres. 
On déterminera ensuite A, B, C de maniére que 

A = c (mod b) et = L (mod c) 

B = a (mod c) et = Ä^(mod a) 

C=b (mod a) et = K (mod b) . 
On aura 

(lAA, + bBB, + cCC\ = bUII^ + cb' ■= b{HII^ + cb) = o (mod a) ; 

on prouverait de la méme maniére que aAA^ + bBB^ + cCC\ est divisible 
par ft et c et par suite par abc. 
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Un voit en outre quc Ä est premier avcc b et r, B avee ä et Cj 
C avee a et b. SMl arrivait que les valeurs de A, By C eussent un 
diviseur eomniun /i (qui peut étre un nonibre eomplexe), /i serait nécessaire- 
nient premier avee a, b, c et par suite avee abc. On divisera A, B, C 
par /i et on aura trois nouveaux nombres que nous appellerons encore 
A, By C et tels que A soit premier avee b et c, B avee a et 6% C avee 
/> et c, et de plus 

a^^, + bBB^ + cCC\=o {mod abc). 

Ceei pose, on voit de suite que Aa, Bb, Cc n'ont pas de diviseur eomniun. 
On p(iut alors trouver une substitution de dcterminant un 

(.r, ijy z, ax + «> + a"z, [is + [fy + ^'Zy yv + rV/ +.r"'^^) 

'(Icterniiné par les conditions 

(ff — iTr' = Aa, r'a." — fo! = Bb, o'/5" — a"(f = Cc 

et 

aAa + i3Bb + ;^:'c = t . 

La foriiic proposéo f sa chungcra en une fornie 

ff = (wj, m', m", n, n', n") 
dans liKiuelle «*', m" et n seront divisibles par aOc. Posous en cftet 

/5"r — /V = ^'. r"a — ra" = ■^". a"/5 — «/?" = <^" 

,Sf — Pr = -^"» r«' — r'a = ^"» ^^ — «75 = <^"' 

on aura 

a' = //"Cc — C"Bh, y? = 6"'^a — A'Oc, / = ^"^ — irAu 

«" = Ci?^ — B'Cc, /9" = ^'C'c — CAa, /' = B'Aa — A'Bl> 
et en substituant ces valeurs dans les expressions de »«', m" et w 
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on trouvf, j)iir exoinple pour m* 

m' == A'A'^bc {bBB^, + cCC^) = o (mod a) 
m = B"B[;ac{aÅA^ + cCC^) = o (mod b) 
m' = C'Cyh{aAÅ^ + bBB^) = o (mod c;) 

par suite m' est divisible par abc et de méme pour /m" et w. 
Effectuons maintennnt sur f la substitution 

(i^ y, .^ arfx + a'// + a"z, (idx + y?y + ^Tz, p^x + fn + f^) 

en posant abc = d. 

f se chaiit^cra maiilfestement en 

g' = {imVy m'y m", m, n'dy n"d) 
et le déterminant de cette forme sera d''\ Or considcrons la formo 






ces cocfficients seront entiers et son déterminant est egal a Tunité. Or 
admettons pour un instant quc toute forme ternaire indefinu; de détermi- 
nant un est équivalente a la forme 

en employant une substitution a eoefficients entiers de déterminant ±_ i 
ou ± /. Il en résulte que, a Taide d'une telle substitution, on peut 
transformer g' en la forme 

G = — dxx, + dyz^ + dt/^z 

ou bien eneore on peut passer de Ja forme f a la forme G en employant 
une substitution a eoefficients entiers dont la norme est égale ii d'\ Si 

(.r, //, z, ?a' + fiy + i^z, /.'x + //// + ^'z, /."x + ii'y + ^"z) 

est cette substitution, ori voit que 
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est laie sohition de Véqiiation 



C. (]. f. d. 



/i, //' et //' ne soiit pas tous trois nuls, puisque la nonnc du détenniiiaiit 
est cgale a cl\ 

Nous avons adinis que toute forrne ternaire indéiinie de déteriiiinunt 
un était équivalente a la fornie 

— ^<t^ + y^o + z/o^ 

en einployant une substitution dont le déterniinant a sa norine égale a 
Tunité. Gest cc-que Ton peut établir comme il suit: 
Soit 

f= {a, a', a", b, b', b") 

» 

une fornie indéfinie de déterniinant un. 

Considérons la forine binaire pbtenue en faisant ^ = o dans /', 
e'est ä di re 

on sait que Ton peut réduire cette fornie de telle nianiére ({ue la valeur 

absolue de a soit nioindre que v2|6"ft^' — öf/i'|,(*) la quantité sous le 
radical étant prise en valeur absolue. Supposons cette rcduction faite: 
si on fait sur y et z une substitution convenable de norme égale a un, 
la théorie des forines binaires montre eneore qu'on peut arriver a avoir 



\b'X—aa'\<\2\a\; 



on a donc sinmltanément 



«' < 2|*X — aa'|, \b'X — aa'\< \2\a\. 



(*) Voir mon Mémoire sur les formes quadratiques binaires a ind*Herminées 
coiijuguaes (Annales de TEcole Normale Supérieure, Janvier et Févricr 1 884). 
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On conclut de \n qnc les valeurs absoliies de a et //7>^' — an' sont 
égales a zéro ou a Funité; elles doivent étre nulles siinultanément ou 
toutes deux diflférentes de zéro. 

1°. Soit d'abord 

\a\= I \h'X — aa'\ = i. 

En employant iine substitution de la forme 

{x, y, 2, X + ^y + r^, y + y^j z) 

on ne change pas a et ft"fe^' — aa' et un calcul facile montre que Ton 
• pent choisir y9, y et f de fa^on que dans 

j"^ ab^ — v'V et o;y — y^\ 

la partie reelle et le coefficient de i soient moindres en valeur absolue que 

i|a|, \\yx-aa% \\h'X - <^A 

respcctivement. On en conclut 

ft" = o, h^ = o, // = o; 
on a donc les formes dans lesquelles 

\a\= I, |a'|.= I, |a"|= i 

en prenant seulement les signes de maniére que D = i et que la forme 
soit indéfinie. Elles sont équivalentes a la forme 

« 

et rette derniöre, coinine on le voit de suite, est oqiiivalente a 

— ^^^ + y^o + ?/«^- 

2". Soit maintonant 

\n\= o, \h"h'^ — fin'\ = o ou a^ h" ^- o. 
On aura alors 
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(lonc 

a' =^ — I et // = -f I , + /. 

Si nous fallons rnnintenant la substitution : 

(;r, ;/, z, T + ftff + j-z, ?/, z) 

on ne chaiige pas a, a', b' et b'\ ' On peut choisir /5 et y de maniére 
qiie & soit nul apres la transformation et qiie la nornie de a" soit zéro 
ou Tunité. On obtient ainsi cjes formes toutes équivalentes a 

f--= —!/!/o + ^^h + -''^0 + '^'o^ ^^^ c --- o, + r, — I, 



et on voit enfin sans peine qiie celle-ci est équivalente a 

— Tx^ + yz, + if^z. 

C. q. f. d. 



m. 

. ■ * • • • 

13. Revenons maintenant a la question de la réduction continuelle 
de la förme (p. Poiir hicn fixer les idées, nous admettons que la fonrte 
inddfinie 

F = l(U„ + 1% — Jt'H'„ 

oii coiriiiic prémleminent 

u -^ ax + fiy + yz 
v = a'.r + y^// + fz 
w = oi"x.+J¥'!i-\-r"z 

dont nous partons, est iine forme réduitc. La forme définie (I> 

(/) ^ {i — ^^^^ — rjrj,,)F + 2 Norm('(//^ + vr^ + tr) 
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sera donc réduite pour certaines valeurs de f, tj situées dans le doinaine 
S et fonnant elles-mémes un domaine que iious avons appelé D (para- 
graphe 8). Lorsque le point (f, rj) sort du domaine 2), il faut suivant 
les circonstances de la variation de ce point employer certaines substitii- 
tions pour réduire la forme de nouveau, ce qui donne, en employant la 
totalité des substitutions propres ä réduire de nouveau (P, certaines réduites 
adjacentes a la réduite Fy auxquelles correspondent des domaines l^, D", . . . 
On continue ainsi a eflfectuer la réduction continuelle de la forme 
jusqu^a ce qu'on ne trouve plus de nouvelles réduites, ce qui arrivera 
nécessairement puisque le nombre des réduites est limité. Désignons par 
(i le domaine total formé par les domaines 2), D', D", . . . Lorsque le 
point (f , rj) sort du domaine d on retombe sur une réduite déja obtenue, 
ä laqaelle se trouve ainsi correspondre un nouveau domaine D^ . Soit 
encore, pour ne pas multiplier les notations 



F = uu^ + vVj. — ww 



o 



cette réduite. En faisant passer (f , rjf) du domaine D dans le domaine 
Dj on est alors conduit a une substitution S a coefficients entiers et de 
déterminant un transformant F en elle-méme. A une telle substitution 
correspond manifestement une substitution linéaire faite sur w, r, tr soit 

(w, Vy Wy Au + Bv + Cwy Ä'u + B'v + CtVy A"u + B"v + C''w) 

et cette substitution transforme en elle-méme Texpression uu^ + w^ — ww^. 
Quand on eflfectue sur Xy y, z la substitution (S) la forme devient: 

(I - ff« - mo)F 

+ 2 Norme {{Au + Bv ■\- Ctc)$+ {A'u + B' v + Gw)vj + A"u + B^'v + 0'w] 

ovL en divisant par Norme (C^ + Cjy + C) , ce qui ne modifie en rien 
les conditions relativcs ä la réduction, et posant: 

(. i<c + ÄTj + A" ' b$+B'ii + B" 

^^ ^ Cf + Crj + C" "^ Of + Crj + C" ' 

cette forme peut s'écrire: 

( I — ^^, — 7j'ri',) F + 2 Norme (wf + vtj' + «;) . 

Aeta matkematita. 5. loipriml^ 30 A\Til 1884. 20 
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Ori en conclut quc lon passé du domaine I) au dornaine T)^ en 
effectuant sur (f, tj) la substitution (i). 

En continuant d'effectuer la réduetion continuelle de la forme 0^ on 
obtiendra un groupe G d'une infinité de substitutions telles que (i); ee 
groupe sera discontinu, car a un systéme de valeurs de (f , rj) ne corres- 
pond qu'un nombre limité de réduites arithmétiquement équivalentes a la 
forme définie (P, le point (^, rj) ne peut donc appartenir qu'a un nombré 
limité de domaines D. 

Le domaine d est un domaine fondamental de ce groupe, c^st ä dire 
qu'a tout point (f , rj) a Tintérieur de iS correspond par une substitution 
du groupe un nombre limité de points a Tintérieur de d (il y en a au 
moins un); c'est ee qui résulte immédiatement de ce que r? est Tensemble 
des domaines D correspondant a toutes les réduites distinctes arithmétique- 
ment équivalentes a -F. ^ 

Le domaine ii a un nombre limité de points communs avec la sur- 
face de aS, et il en a toujours un, puisque nous avons montré précédem- 
ment qu'il existait toujours au moins une réduite dans laquelle les 
coefficiénts de xx^ et xy^ étaient égaux a zéro. 

14. A vant de continuer Tétude générale de ces groupes, examinons 
un cas particulier. Je prendrai: 

Nous écrirons: 

F — uu^ + vv^ —mv^ 
en posant: 

u = ?/, v = — (j- + z), K = — (t — z). 

On au ra ici : 

- f 

^ ^ dflfo + •'^•^0 + ^o^){^ — f^o -^^^0) + 2 Norme f^^.r + $1/ + ^^^) • 

\ V'2 y2 / 

Avant d'allcr plus loin, ouvrons une parenthése pour chercher les formes 
réduites de déterminant — i, dans lesquelles a = h" = o; nous éviterons 
ainsi plus tärd hne discussion un peu longue. Soit 
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une telle forrac; le déterminant étant egal a — i , on aura i'i^ = i. 
En supposant, comme au paragraphe lo, que 

f) = a" — W, > o 

nous avoiis vu (voir ce paragraphe) qu'oii on doit déterminer f et ly de 
telle inaniere que dans b' — -j— le coefficient de i et la partie reelle soient 

moindres en valeur absolue que — ;=, par suite moindres que -. D'autre 
part dans 



"jyM- I 



la partie reelle et le coefficient de i sont moindres que — , et on voit 

qu'il ne peut en étre ainsi que si b = o. 

Reportons-nous niaintenant a Tégalité qui liinite d (a la lin du 
paragraphe 7), elle devient ici 

k - — > 1 

par suite o = o o\x i ; on a donc a" = 0,1. 

Nous avons supposé d > a; dafis tous les cas on arrive å la condusion 
suivante. On doit avoir b = o et a" = o, + i . 

llevenons niaintenant a la forme (P; en la mettant sous la forrne 
canonique 

/ij Norme(.r + sy + e'z) + /i, Nornie(y + £"-^) + /i,-?^,, 
on a 



^0 + 1 



^^0 I fo — f 



(I +ri){\ +7o) (» + 'J)(' +?o) 



•o — — \~ 



I + )?' 
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les parties reelles et les coefficients de i dans ces trois expressions doivent 

étre compris entré et H — , pour quc la forme soit réduit«. 

Calculons enfin fi^y fi^ et fi.^: 
On aura 

/*!=('?+ 0('?0 + O 

fx,= I — ^^, — rjij^ 

_ (' — ??o — i??.)' 
f"» (1 + :y)(l + ,.) 

I I 

et on voit que les deux inégalités /jl^ > -/l^ et /i^ > -/i, colncident et se 
réduisent ca Tinégalité unique: 

I — ^Co — y/5?o > j(' + '?)(' + 'yo)- 

Soit I) le domaine correspondant a la réduite F. 

Laissons toujours le point (c, 5y) ä l'intérieur du doinaine 

I — c^o — Wi, > i(i + 5y)(i + 5yJ 

et faisons varier (f, ^), en le faisant sortir de I> successivement par les 
autres faces. Posons 

$ i 

= U, : — = V. 



On a 

* 

Supposons que c, ^ varie de telle maniére que dans v, le coefficient de i 
dépasse -, aulors dans e^ le coefficient de i deviendra supérieur a -, et 
on réduira la forme de nouveau, en employant la substitution 

{x, y, z, jo-\- iz, y, z) 
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mais cette substitutioii transfonne la forine F en elle-méme; on rencontre 
donc ainsi une substitution fondamentalc du groiipe G\ cette substitu- 



tioii est : 



r. c 'I 




et elle laisse iiivariable le point 

soieiit inaintetiant (c, rj) variant de tclle inaniére quc dans u le terme 
réel dépasse — -=j la substitution a employer pour réduire de nouveau 

2y'2 

F sera: 

(^, y,z,Jo — y,y + Zj z) 

ce qui donnera la réduite 

(2) VUo + ^^0 + -^^0 + ^0^- 

Si on sort de I> de telle inaniére que dans a le terme réel soit moindre 
que -= , il faut employer la substitution : 

^ Kl é^ 

(x, y, z, x + y, y — z, z) 
et on retombe sur la réduite 

yUo + '"^ + ^^0 + ^0^- 

Sort-on de I>, de fa^oii que dans u le coefficient de i soit moindre que 
-=, il faudra considérer la substitution 



2yJ2 

{x, y, z, x + iy, y + izy z) 
ce qui donne encore 

yy^ + ^^0 + ^^0 + ^0^- 



m 
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Quand on sort de D de telle raaniére que dans a le teriiie réel dépasse 
— , apres la substitutiori indiquée précédemment, la forme ^ a changé, 



et les s nouveaux sont alors 

£ = ^2 . u — I 

e" = — sl2. u^ + i. 

On aura un nouveau domaine D'; on cherchera cgmine pour le domaine 
D les différentes réduites contigues que Ton obtient en sortant de B' par 
les différentes faces qui förment Vangle polytdre ayant pour soinrnet 
^ = o,Qy = — I. La seule réduite contigue différente des deux réduites 
déjä trouvées est 

(3) yy^ — ^h + '^h + ^^^' 

Cela résulte d'ailleurs a priori de la remarque faite plus liaut; j'ajoutc 
que je ne considére pas comme différentes deux réduites pour lesquelles 
les coefficients de xz^ sont égaux et de signe contraire. On obtiendra la 
réduite (3) en sortant de D\ de telle inaniére que dans — uu^ + y^fz. u 

la partie reelle dépasse — ; il faut alors faire la substitution 

[X, ?/, Z, X — Zy //, Z) 

ce qui donne bien la réduite (3). 

En sortant de Tangle polyédre formé par les trois domaines D, !>', 2>", 
on retombe sur les réduites déja obtenues, et on est aussi conduit a cer- 
taines substitutions transformant en elles-mémes la forme initialc 

CCS substitutions sont de la forme: 

{x, Vj z, X + my + nz, y + qz, z). 
Etudions directement ces substitutions; on aura les relations: 

W« + w + »o = o 
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On a donc les substitutions 

frr, y, z, x + my — (^ + pij z, y — m^z, ^1 

m étant un entier complexe arbitraire dont la norme est paire, et p un 
entier rcel. Toutes ces substitutions peuvent s'obtenir en composant les 
trois suivantes: 

{X, y^ Z, X + 27/ — 2Z, y — 2Z, Z) 

{^j y^ z, ^ + (i+Oy — ^» y — i}—^)z, z) 

{x, y, z, X + iz, y, z). 

Multiplions en effet la puissance a de la premiére de ces substitutions 
par la puissance ^ de la geconde, et ce produit par la puissance f de 
la troisiéme, on aura une substitution nécessairement de la forme 

Tr, //, z, X + My — {-^ + P/^ z, y — M^z, zl . 



On calcule facilement M^ 



Mq = a + 2/3 — af. 



Supposons inversement que M soit donné ainsi que lentier réel P, 
M étant d'ailleurs tel que MM^ soit pair. Soit 

M = Il + n 

on aura: 

et + 2^9 = /i, a = 1^ 

égalités qui donnent pour a et fi des nombres entiers, car /i — v est 

nécessairement pair. On déterminera ensuite y de maniére que le coefficient 

MM 

de z dans la transformée de x soit — Pi, ce qui pourra toujours 

se faire. 

A chacune des substitutions précédentes transformant en elle-méme 
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correspond une substitution pour le groupe G (paragraphe 13). Les trois 
substitutions ainsi obtenues laissent invariable le point f = o, oy = — i . 
Posons, comme plus haut, 

U — : , V ^ 



ces trois substitutions domient pour u et v les substitutions suivantes 

(W, v, U + v^J, v + f/yl + o 

(W, v, U -\ pr-, V + U—=r- + -) 

(uj Vj w, v — ^j. 

15. I^es resultats précédents relatifs a une forme particuliéro, nous 
conduisent de suite au cas general. Soit 

une rcduite dans laquelle a = h" = o et a laquelle correspondent par 
suite, comme nous Tavons vu précédemment, des domaines ayant un point 
commun avec la limite de S. 

Considérons le groupe des substitutions a coefficients entiers de la 
forme : 

(i) (x, y^ ^^ X + iny + nz, y + qz, z) 

oii tw, n et 5 sont entiers, transformant F en elle-raéme. On aura les 
deux relations 

^V^o + '^ + K% + K% + ^''^ = o 
a'g^ + ^w// = o. 

Les substitutions fondamentales seront, comme précédemment, au nombre 
de trois. Nous n^établirons pas ce point; et, en nous bornant a ce qui 
nous sera utile dans la suite, nous allons simplement montrer qu'il existe 
dans le groupe trois substitutions de la forme 
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(2) (.r, //, Zy X + fitf + vZy y + U, z) 

{x, y, Zj X + iJy + )^'Zj y + /'//, z) 

le rapport -, étant imaginaire. 

Nous aiirons la premiére substitution, en prenant a = ii^- 
Pour la seconde, nous prendrons 

fl = ta'j Xq = — W 
t étant seulement tel que Téquation 

a'b%tt,- U,K — botf>' + h'^ d- ft>o = o 
puisse étre résolue par rapport av. Of soit 

1; = r + i//, // = -4 + iB 
Téquation s'écrira 

2Ax —2By = — a'b%tt^ + i% + h^Vt. 

II suffira de prendre pour t le plus grand commun diviseur entré 2A 
et 2B. En prenant ensuite 

on aura la troisiéme des substitutions (2), le rapport ~ qui se réduit a 

— i est bien imaginaire. 

A toute substitution (i) correspond une substitution du groupe (r, 
relatif aux variables ^ et ^. Il en résulte pour les deux variables 

u = — - — , v = 



déjä considérées précédemmeut, la substitution 

fw, v, « + ^, v — ^ii + -^{^m\—na')\ 
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et par siiite aux trois snbstitutions (2) correspondent les Rubstitutions 



r aa'b'\ 
^u, v, u, v ^J 



\u, v, « + ^, v — '^u + j{/ji\ — va')\ 

L \o \a " J 

Remarquons que, a étent egal ä iJ^, rexpression —y est pureinent 

imaginaire. 

16. Avant d'aller plus loin, résuinons les propriétés fondamentoles 
du groupe G du paragraphc 13. Tout d'abord une substitutioii quel- 
conque de ce groupe peut étre obtenue en composant convenablement un 
nombre fini de substitutions, que nous appelons les snbstitutions fonda- 
mentales du groupe. Nous avons montré aussi qu'on pouvait trouver un 
domaine ö jouissant de la propriété sui vante: a tout point (^, tj) a Tin- 
térieur de S correspond par une substitution du groupe un nombre limité 
de points a Tintérieur de r?, et il y en a au moins un. S'il y a plus 
d'un point, on pourra évidemment diviser ce domaine en plusieurs autres 
tels que dans chacun d'eux il y aura un point et un seul correspondant 
par une substitution du groupe ä un point quelconque de S: nous appel- 
lerons dans la suite un tel domaine, un domaine fondamental, et le 
désignerons par B. 

Le domaine fondamental 22 a un ou un nombre limité de points 
communs avec la surface de S. Soit A un pareil point; nous avons 
signalé trois snbstitutions distinctes laissant le point A invariable. 

Faisons encore quelques remarques sur ce groupe (t, dont nous 
représentons, comme précédemment, une substitution quelconque par 

\^' V^ C^ + c'7} + C" ' Cc + C'7j + C") ' 

Parmi les pointa du domaine Sj nous avons a remarquer particuliérement 
ceux que laisse invariables une substitution du groupe. Pour une sub- 
stitution donnée {Aj By C), nous avons leä équations 
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_A$ + A'rj + A 



It 



^=77 



_ B^ + W-n + B" 



C$ + C'r, + C" "^t C$ + Vtj + O" • 
En introduisant uiie troisiéme incoiinuc Ä, ces équations peuvcnt secrire 



(O 



(^ — Ä;)^+ Afj + A' =o 

B^ +(B' — Ä)jy+ B" =0 



A; scra donc détertninéé par réquation du troisiéme degré: 



(2) 



A 



\ii 



B B' 
C 



B" 

C — k 



= o. 



Si, cotuinc on pcut le supposer, le déteniiiiiant 



// 



A A A 



B B' R' 

C C C" 



= i; 



coiiime duutrc part la substitution laisse iuvariable riiypcrsphére de rayon 
un, on aura (Acta Mathematica, T. i, pag. 317) 



BB, + B'B', 

AB, + AB', 
CB, + 6'B; 

AC, + A C, 



A"A,' 
R'B',' 
C"C',' 
AB',' 
C"B',' 
A"C',' 



= 1 
= 1 

= o 
= o 
= o. 



Par suite les équations (i) peuveiit secrire: 

(— I + kA,)S + kB,r^ + 
kA,$ +{kB',-i)rj + 

kA','$ + 



ÄC' 



kC", 



kB-Tj + (Ac;' 



= 



o 
o 

O 
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et réquation (2) est identique a la sui vante: 



(2') 



kA^ — I 
kA'„ 
kA': 



kB. 



kB'„ - I 
kB',' 



kC 



O 



kC. 



O 



kc- 



= o. 



Or on passé de réquation (2) a Téquation (2'), en reinpla9ant les coefficients 
par leur conjugué et en changeant k en t-; on en conclut que si Z, m 
et n désignent les trois racines de Téquation (i), les quantités 



^0 ' ^0 ' ^0 

sont aussi racines de cette méine équation; done ces trois quantités doivent, 
dans un ord re convenable, représenter ly m et n. 

Deux cas peuvent se presenter : ou chaque racine est égale a Tin verse 
de sa conjuguée, et par suite les trois racines ont un inodule egal ä Tunité, 
ou bien Ton a 



^0 



inais 



m. 



= n, 



I 
-- = m. 



Dans les deux cas Féquation (2) peut se mettre sous la for me 



r + JfA 



.2 



M^k — 1=0 



ou 



M=—{Ä + B' + C"). 

A chaque racine de cette équation en ä, correspond par les équa- 
tions (i) un systeme de valeurs de (^, tj). Le seul cas intéressant pour 
nous est celui ou le point correspondant est a Tintérieur de Tbypersphére 
de rayon un. Je me bornera! ä énoncer ici les resultats auxquels on 
arrive dans le cas general. 

Dans le premier cas, c^ést a dire quand les trois racines de Téquation 
en k ont un module egal a Tunité, un des points est a Vintérieur de 
rhypersphére et les deux autres sont a Vextérieur; nous pouvons dire que 
dans ee cas la substitution est dliptique. 

Dans le second cas, ou il n'y a qu une racine de inodule egal a un, 
deux des points sont situés sur Thypersphére, et le troisiéme est a 
Vextérieur; la substitution sera dite alors hyperboliqus. 
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17. Nolis allons seulemeiit exaininer avec détails un cas particulier 
• fort iinportant pour la suite. Pour une valeur de Ä, raciue de Téquation 
(2), il arrivcra en general que les trois équations (i) se réduiront a deux, 
mais il peut arriver, dans certains cas particuliers, que les équations se 
réduisent ä une seule; il y aura alorrs une infinité de points (^, ^y) restant 
invariables par la substitution {A^ Bj C); ils satisfont k une équation du 
premier degré entré ^ et ly. 

Si nous revenons maintenant au domaine fondamental R (paragraphe 
16), les points (f, rj) que nous venons de considérer ne pourront étre 
que des sammets ou des arétes de ce domaine. En particulier, d'un sommet 
A situé sur la surface de S pourront partir des arétes dont tous les points 
resteront invariables pour une .meme substitution. 

Soit, comme précédemment, 

la réduite qui nous a conduit au sommet .4. Toutc substitution semblable 
de cette réduite, conduisant a une substitution de G qui laissc invariable 
le point A sera de la forme 

(x, y, z, ar + /9y + yz, [fy + fz, Y'z) 

et les trois entiers a, /? et y" seront nécessairement égaux a +1 ou + i 
et leur produit sera Tunité. A cette substitution correspondra pour Gy 
une substitution de la forme 

(w, v, Au + B, Cv + Du + E) 
en posant, comme plus haut, 

a = — : — et v = 



jy + I jy + I 

Les deux équations 

u = Au + B, v = Cv + I>a + E 

auront une infinité de solutions si C = i et si les valeurs de u données 
par les deux égalités 

u = Au + B, l)u + E = 

colncident. Par conséquent une aréte, de la nature considérée, partant du 
sommet -4, correspond a une valeur déterminée de w, i; étant arbitraire. 
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IV. 

1 8. Nous pouvons maintenaut abordcr Tétude des fonctions de deux 
yariables f et ^y, qui restent invariables par les substitutions du groupe 
G. Désignoiis, comine précédemment, par 

une substitution quelcoiique du groupe, et nous pouvons supposer que 



A A A' 
B R R' 
C C C 



I 



Il existe des fonctions de deux variables indépendantes ^ et i;, qui 
ne changent pas quand on eflFectue sur les variables une substitution 
quelconque du groupe G. J'ai démontré ce théoréme dans un mémoire 
précédent (Aeta mathematicay T. i); je ne reviendrai pas sur la de- 
monstration. Nous avons considéré la serie suivante 



ro V p /^li±ivtii: 



-Be + Brj + B 



=) 



X 



Cf + c, + 07 '" (Cf + C;y + 6"') 



iSm 



qui est étendue a toutes les substitutions du groupe; m est un entier 
supérieur ä Tunité, et iJ(f , yj) est une fraction rationnelle de f et iy qui 
reste holomorphe a Tintérieur du domaine S et sur la surface de ce 
domaine. Dans ces conditions on verra dans le mémoire cit^ que la serie 
est convergente. Je m'arréterai seulemeiit ici pour montrer de nouveau 
que la serie (i) ne sera pas identiquement nulle, quelle que soit la frac- 
tion rationnelle B, au moins a partir d'une valeur suffisamment grande 
de rentier m. Considérons le point f =o, gy = o. Supposons d'abord 
que tonte substitution du groupe^ autre que la substitution unité, donne 
comme transformé de o un point qui en soit différent. On pourra alors 
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trouver autour de o un domaine a^ suffTsamment petit pour qu'a tout 
point {^y -q) de ce domaine ne oorrespondent par les substitutions du 
groupe que des points (^, tj')^ pour lesquels on aura: 

(2) efo + 7'7;>^^o +m- 

Dans ces conditions, si 

^ Of + C7 + C" ' '? Cf + C"^ + C" 

on aura 

Mod(ce+criy 4.c?")> i; 

c'e8t ce qui résulte de la relation 

(3) I - f ^; - rj% = Mod'(Cf+C"y + C") (^ ~ ^^'' ~ '^'y-^ 

rapprochée de Tinégalité (2). Revenons maintenant a la serie (i), que 
lon peut écrire 

^(^» >?) + 52 ^(^^ i) (c^ + c'^ + fr )«- ' 

ou la sommation 8'étend a toutes les substitutions du groupe, sauf la 
substitution unité. On voit alors que si m est suffisamment grand, Tex- 
pression précédente différera peu de i2(f, ly), on peut donc faire en sorte 
qu'elle ne soit pas nulle. 

La méme demonstration est applicable dans le oas ou il y aurait 
un nombre JV de substitutions changeant le point f = o, gy = o en lui- 
méme; on écrira Texpression en prenant d'abord les termes correspondant 
aux N substitutions précédentes, soit 



2-. ^{^^ V')^C^ + C^iy + C")»*" 



cette somme; d'aprés Tégalité (3) mod (7' = i, et pour ^ = o, oy = ö 
cette somme se réduit a 

et, comme m et Ä(o, o) sont arbitraires, cette sommé ne sera pas nalle. 
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Désignoiis par Ö(f, rj) la fonction des dcux varlables f et gy, dont 
Texistence se trouve maintenant complétement établie; il est aisé de 
montrer que ce sont des fonctions analytiques holomorphes de ^et ^, 
pour tout point du domaine S, c est un point tres simple auquel je ne 
m'arréte pas. On a enfin 

^lörrcvTr ' c$ + C, + C") - (^-'^ + ^'y + 6 ) 8{$, rj) 

la substitution (-4, B, G) étant une substitution quelconque du groupe. 

19. Je dis maintenant que, si m est suffisammcnt grand, on peut 
trouver deux fonctions Ö, qui ne soient pas dans un rapport constant. 

Soient S^ et S^ deux fonctions, correspondant aux fractions ration- 
nelles 22^ et iZ^; formons Texpression 

Ö,(^'7)«,(f'. V)-Ö.(^. V)Ö,(^^) 

(f , TJ) et (^, gy') étant deux points arbitraires. 

En nous supposant dans le cas general ou nous nous sömraes placé 
d'abord au paragraphe précédent, considérons le domaine a autour du 
point o. Les points (^, tj) et (f*, tj') étant dans cc domaine, Texpression 
précédente dilfére peu de 

si m est suffisammcnt grand; elle n^est donc pas identiquement nulle, si 

les fonctions 22^ et 22, sont arbitraires, comme nous le supposons; par 

9 
suite le quotient -^ ne se réduit pas a un facteur constant. 

Ce resultat si simple est extrémement important, car de cette maniére 
se trouve établie en toute rigueur Texistence d'une fonction qui ne change 
pas, quand on fait sur les variables une substitution quelconque du groupe 
G. Si on pose en effet: 

la fonction F satisfera aux relations 
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/ Aj- + Ari + A" Bi + g, + B" \ _ , . 
\Ci + Crj + C" Cf + Crj + C") " ^^' ^'' 

Nous donnerons ä la fonction jP le nom de fonction hyperfuchsienne. 

• On peut obtenir évidemment unc infinité de fonctions hyperfuchsiennes; 
des considérations toujours analogueS; ou Ton se sert d'un nombre m suf- 
fisamment grand, montrent que, les fractions rationnelles dont on dispose 
étant prises arbitrairement, toutes ces fonctions ne sont pas fonctions de 
Tune d'entre elles. 

20. La fonction ö(f, rj) est une fonction hdlomorphe de f et ^ 
dans le domaine S défini par Tinégalité 

Considérons un domaine fondamental (R) (paragraphe 16); et soit A un 
point commun a 22 et ä la surface de S. Nous nous proposons mainte- 
nant de rechercher la valeur de la fonction au point A. 

Pour émployer les mémes notations quau paragraphe 15, nous 
pouvons admettre que le point A est le point ^ = ö, gy = — i. Soit 
une substitution quelconque du groupe G 

Si nous posons, comme plus haut, 

U = : — , V = 



au groupe G relatif a f et ly, correspondra un groupe G^ relatif a u 
et t;, et posons: 

Considérons la fonction 9 définie, comme on se rappelle, par la serie 



»«,,) = 2^«,^.)[^|^] 



m 
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011 la notation —^ri — ^ désigne, suivant Tusage, le déterminant fonc- 
tionnel de /] et F^ par rapport ä ^ et oy. Or on a 

/)(/„• FQ ^ g(/,, FQ Z)(^, v) ^ g(/,, FQ Z)(y,, ^0 Z)(u, t;) 



et par suite 






et Ton peut écrire: 



mv) = ^'''^m> Fi)-^ 






tn 



Nous poserons maintenant 



d^aprés sa forme méme la fonction Ö,(w, v) est analogue k ö(f, tj) 

c est a dire qu'elle se reproduit, multiplié par ^^' — y quand on 

remplace w et t; respectivement par jr<(w, v) et ^,(w, v). 
D'ailleurs puisque 



on voit que Ö, tend vers zéro, quand ^ et ^y tendent respectiveinent vers 
o et — I, car la série est convergente et chacun de ses termes tend 
vers zéro. Etudions plus complétement cette fonction 0^{uy v); tout 
d'abord elle est définie seulement pour les valeurs de w et t; qui correspon- 
dent au domaine Sy ce qui donne ici, en posant u = u' + m", v = v' + iv" 



2i;' > I + w'* + tr\ 

Parmi les substitutions du groupe öj nous en avons (paragraphe 15) 
signalé trois particuliérement intéressantes; ce sont 
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[u, v, u, V — -J-J 



Je rappelie* que —^ est purement imaginaire, et que .les deux entiers 
fl et // ne sont pas dans un rapport réel. Si on désigne par 

(w, v, u + M, v + Nu + P) 

une quelconque de ces substitutions, il résulte de ce qui a cté dit ^ur la 
fonctioii öj que 

(i) 0,{u + M, v + Nu + P)= S,[u, v). 

De cctte propriété nous allons immédiateraent déduire un développement 
de öj. Pour une valeur fixe donnée a w, 9^ est une fonction de t;, 
unifonne et continue pour toute valeur telle que 

On a d'ailleurs d'aprés (i) 

S^\u, t; — ^j = e^{u, v)\ 

cette fonction de v est donc développablc en serie ordonnée suivant les 
puissances croissantes de e ""'*' si la quantité reelle — tt, est positive et 

de e '^'^' dans le cas contraire. Nous pouvons donc écrire, en nous 
pla9ant dans la premiére hypothése et posant —77; = d 

m 

e,{u, v) = ^,{u)e-''^ + d,{u)e-'''^ + ... + e,{u)e-^'^ + . . .; 

nous ne mettons pas de terme indépendant de t;, puisque la fonction doit 
s'annuler pour 1; = 00, c'est a dire e""'' = o. 



\ 
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Les coefficients O^j ^j? ••• sont des fonctions holoinorphes de u. 
Nous allons trouver les propriétés fondamentales de ces fonctions ^, 
en écrivant que 

ö. [ei + ^, v-^^^u + lifib,- va')] = e,{u, v) 
On trouve ainsi 



/ fib \ ?=" " + ~s~ ^/**» ~ *'" > /v 

(2) 



La fonction ö„(w) est donc une fonction intermédiaire. Nous appelons 
avec MM. Briot et Bouquet fonction interinédiaire une fonction holo- 
morphe f{u) qui satisfait aux équations 

/•(w + ö>) =e**-»-Y(w), f{:u + a}') = e''''^'^'f{u). 

On sait que le quotient : — doit étre un entier réel. Assurons nous 

que cette condition est eflfeötivement vérifiée; ce quotient est ici 

na'b'(jiX — fjlX) 
aaV 

or on a (paragraphe 15) 

le quotient se réduit alors a 2w<^^a', c'est bien un entier réel. 

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant qui est fondaniental 
pour la suite de cette étude. 

La fonction ö(f, rj) peut, dans le voisinage de f = o, ^ = — i se 
mettre sons la farme 

#(f , rj) = v''^\0,{u)e-'^ + ö,(i^)6-*'^ + . . . + e,{u)e-^'^ + . . .] 



ft 
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u = — ; — , V = — ; — et d> O. 

v + ^ v + ^ 

Les fofictions ö»(w) sont des fonctions holoniorphes de u pour toute valeur de 
u; ce sont des fonctions intermédiaires satis faisant aux équations (2). 

On conclut de la forme précédente que ö(f , yj) tend vers zéro quand 
le point (f , Tj) tend vers f = o, rj = — i . 

21. Quelle que soit la fraction rationnelle i2, la fonction ö(f, tj) 
peut saiinuler pour certaines valeurs de f et ^; ce sont les points qui 
restent invariables pour une substitution convenable du groupe (para- 
graphe 16). Ces points sont situés sur la lirnite du doinaine fondainental 
B; 8'ils sont en nombre lirnité, ce sont des soinmets et dans le cas oii 
il y en a une succession continue, ils förment des arétes de ce domaine. 
Soit (f, Tji) un tel point et {A, B, C) la substitution qui le laisse invariable. 

La relation générale: 

nous montre que 

Nous avons désigné par k lexpjession Cf + C^^ + C" (paragraphe 1 6) 
et formé Véquation du troisiéme degré donnant k. . On voit que si la 
valeur de ä qui correspond au point (f , ^) ne satisfait pas a Téquation 

on aura nécessairement 

Ö(C, Ti) = O.. 

11 pourra donc y avoir certains soinmets ou certaines arétes du 
domaine fondamental pour les points desquclles la fonction sannulera 
quelle que soit la fonction rationnelle 2J(f, yj) qui figure dans la forma- 
tion. En dehors de ces points qui sont sur la limite du domaine fonda- 
mental JS, il ny aura pas dans ce domaine de points pour lesquels 8 



174 Bmilo Picard. 

8'aiinulera quellc que soit JS; c'est ce qu on peut uiontrer, en toute rigueur, 
par un raisonneraent analogue a celui dont nous avons fait usage au 
paragraphe i8. 

Ceci pose, je considére maintenant deux fonctions 6 et ö^, relatives 
au inéme nombre entier m et correspondant respectivement aux deux 
fractions rationnelles arbitraires R et B^. Envisageons les deux équations 

ö(f, v) = o, »,(f , v) = o. 

R et iJj étant quelconques, elles n'auront dans le doinaine R d'aUtres 
points racines formant une sticcession continue que les arétes particuliéres dont 
nous avons parlé plus haut, sUl en existe. Je dis de plus, que, abstraction 
faite de ces points, le nombre des racines communes ä ces deux équations 
dans rinterieur du domaine R est fini. 

Il ne peut y avoir de difficulté qu a cause des points A communs 
au domaine 2J et ä la surface de Sy c'est seulement dans le voisinage 
de ces points qu'il pourrait y avoir dans le domaine R un nombre 
infini de racines (ne formant pas d'ailleurs une succession continue) 
communes aux deux équations. Or considérons un tel point A, que nous 
supposons, comme plus haut, étre le point f = o, gy = — i. Ona: 

e(f , Tj) = v'"'[d,{u)e-'^ + 0,{u)e-''' + . . . + On{'u)e'-'^' + ...] 

et en supprimant le facteur v^"\ les équations précédentes s'écriront: 

(O 

e-''[9,{u) + »^{u)e-''' + . . . + t9„(w)e-<'-'>^^ + ...] = o. 

On sait d'ailleurs, que, quand (f , tj) ä Tintérieur de R sapproche de 
f = o, Tj = — I , la quantité v' (on pose t; = v' + i^'') ^st positive et 
grandit indéfiniment Les équations (i) ont donc la racine e^**" = o, ce 
qui donne f = o, rj =^ — i. 11 peut arriver que tous les coefficients 
et ^ aient une racine commune en Uy v sera alors arbitraire et on 
aura une succession de points correspondant a une aréte issue de A (voyez 
paragraphe 17). A Texception de ces valeurs, il y aura seulement un 
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nombre fini de racines communes aux équations (i), pour lesquelles e^''" 
sera moindre qu'une quantité £, aussi petite que Ton voudra. Les deux 
équations 

0{e, iy) = o, »,{S, ^) = o 

ont donc seulement un nombre limité de racines communes a Vintérieur 
d'un domaine fondamental. 

2 2. Ce nombre fini de racines, pour un groupe donné et unc valeur 
donnée de w, est indépendant des deux fractions rationnelles B, et B^ 
qui figurent dans la formation des fonctions ö et 8^. On peut concevoir 
en effet une fraction rationnelle dépendant de certains paramétres arbi- 
traires, colncidant pour des valeurs particuliéres de ceux-ci d'abord avec 
jR et avec B^, Pour une variation infiniment petite de ces paramétres 
le nombre des racines reste le méme; d'ailleurs si pour des valeurs 
spéciales des paramétres une ou plusieurs racines sortent du domaine 
fondamental par une certaine face, on est assuré que des racines en 
nombre egal entreront dans le domaine par la face opposée: le nombre 
des racines est donc constant. 

En prenant le quotient de deux fonctions ö, on obtient une fonction 
jP(f , 7J) qui rest« invariable par les substitutions du groupe G: nous 
donnons le nom de fonction hyperfuchsienne ä toute fonction de cette 
nature. Il résulte immédiatement du théoréme établi au paragraphe 
précédent qiientre trois fonctions hyperfuchsienncs existe une relation aJgé- 
brique. 

Ceci pose, nous allons montrer qu'on peut trouver trois fonctions 
hyperfuchsienncs relatives au groupe ö, telles que toute autre fonction 
hyperfuchsienne soit une fonction rationnelle des trois premiéres. Prenons 
d'abord deux fonctions hyperfuchsienncs quelconques indépendantes F et 
J\ ; a et ft étant deux constantes arbitraires, nous considérons les équations 

F(f, Tj) = o, F,{S, 7i) = b 

et soit n le nombre de leurs solutions a Vintérieur du domaine fondamental, 
que nous désignons par 

(O (fl) Vl)^ (Saf ^^)y "y {^nJ rjn)' 
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^ a et b étant arbitraires, on peut supposer que ces n points sont a Tin- 
térieur et non sur la limite du domaine fondamental, c'est ä dire que 
pour chacun d'eux il n'y a que la substitution unité qui le laisse invariable. 
En raisonnant toujours corame dans un paragraphe précédent, nous 
montrons que 6 et 8^ étant deux fonctions correspondants aux fractions 
rationnelles E et B^ et a un entier m, le quotient 

aura certaineinent, si m est pris suffisamment grand, et si R et R^ sont 
quelconques, des valeurs distinctes pour les points de la suite'(i). 

On conclut de lä que toute fonction hyperfiidisienne est une fonction 
rathnnelle de F, F^ et F,. On a d*ailleurs entré ces trois fonctions une 
relation algébriquc: 

/•(F, F,, F,) = o. 

23. Les fonctions hyperfuchsiennes peuvent étre obtenues par Tin- 
version des quotients de trois solutions communes d'un systéme d'cquations 
aux dérivées partielies. Reprenons les deux fonctions JP, et F^ du para- 
graphe précédent. Je pose 

et soient les trois expressions 



■.=1^ 



9F,9F, 9F,9P e =^.z , z =.ri.Z 



1 ' 



z^^ z^ et z^ sont des fonctions de f et ^ et peuvent par suite étre consi- 
dérées comme des fonctions de % et y. Or, quand on a trois fonctions 
de deux variables indépendantes % et y, on peut former un systeme de 
trois équations Hnéaires aux dérivées partielles du second ordre, aux- 
quelles satisfont ces trois fonctions: soit, en désignant suivant Tusage par 
P> ?> ^> ^> ^ l^s dérivées partielles de z^ 

r = a|) + 6(7 + r^ 
5 = a^p + \(i + c^z 
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Dans la premiére équation, on substituera a la place de z successive- 
ment z^^ z^ et z^^ et on aura trois équations du premier degré pour 
déterminer a, &, c; on déterminera d*une maniére semblable les coefficients 
des deux autres équations. 

Les neuf coefficients précédents seront des fonctions de rr et y: je 
dis qu^ici ce sont des fonctions algébriques de rr et y. Il suffira, pour 
Tétablir, de faire voir que ces coefficients öont des fonctions hyper- 
fuchsiennes de f et ly. 

Prenons par exemple a, J, c\ ils seront déterminés par les équations 






dx dy 



ö^T^ + b-^ + CZ^ 
dx dy ^ 



d\ 

dx* 



dZ - dz 

dx dy ^ 



a, J, c seront des quotients de déterminants. La dénominateur commun est 



9»j dz^ 

dx dy 



dZ^ dZ^ 
dx 



dz 
dx 



^y 

dz^ 

dy 



et en rempla9ant z^ et z^ respectivement par ^z^ et rjz^ , on trouve de suite 



Mais 



dx dy 



^ \a^ dy 



dy dx 



dy dx) 



aF, aF, 



aF, af. 



n > 



af dTj dr; af 



par conséquent, le déterminant est egal a Tunité. 

Ada matlttnMtica. .5. Iiuprinié 8 Mai 18(U. 
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Soit maintenant le déterminant : 



d\ 


a». 


ar» 


3y 


9\ 


3». 


aar» 


9y 


9\ 


««, 



0, 



dx* dy 



il se réduit ä 



( 



9^91! 



9x 9y 



dydxj ^ dx ~ ^ \aa;'ay 



d*7jd$\ 






dx^dy/ * 



Or les dérivées partielles de f et ^ par rapport a .'r et y sont évidemment 
des fonctions uniformes de f et ^, car on peut les tirer par différentiation 
des équations 

z[ est de plus une fonction uniforme des mémes variables et par suite 
^\'T~ ^^^ représente ä un facteur prés — -^. 

oX qX 

Le déterminant est donc une fonction uniforme de ^ et ^. On peut 
reconnaltre par une vérification directe que cette fonction est une fonction 
hyperfuchsienne; on y parvient plus simplement de la maniére indirecte 
que voici. Lorsqu'on fait sur (f, rj) une substitution quelconque du 
groupe, z^y z^ et z^ se changent en z[j z^ et ;8r3, et on a: 

z\ = Cz, + C'z, + a^z, 

z'^ == Az^ + Az^ + A''z^ 
4 = Bz^ + B'h + 5"^i 



les Aj Bj C étant des constantes. D*ailleurs a; et y reprennent les mémes 
valeurs quand f , tj partant d'un systeme de valeurs arbitraires aboutissent 
ä un systeme de valeurs équivalentes (c'est a dire qui se correspondent 
par une substitution du groupe); on a, par suite, pour déterminer les 
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transformées de a, 6, c les mémes équations que pour déterminer a, 6, c: 
c'est dire que ces fonctions sont des fonctions hyperfuchsiennes. 

No US pouvons donc énoncer la proposition sui vante: 

Soient les trois fonctions hyperfuchsiennes 

X = F,{e, rj), y = F,{S, rj), z = F{5, rj) 
du paragraphe précédent, liées par la relation algéhrique 

« 

(i) f{x, y, z) = o 

on peut fortner un systéine de trois équations aux dérivées partidles 



dxdy ^dx ^dy 

d*Z dz , j dZ , 

91/' ^dx ^dy ^ 

ou les a, hy C sont des fonctions rationnélles de x, y et z [z étant la fonc- 
tion algébrique de a; et y définie par (i)]; ces trois équations ont trois 
Solutions conimunes linéairement indépendantes z^, z^ et z^, et si on pose 

ces équations résolues par rapport ä x et y donnent prédsément 

X = F,(f, ^), y = F,(f, 7j). 

24. Nous avons indiqué les propriétés les plus simples des fonctions 
hyperfuchsiennes; je ne pousserai pas en ce moment plus loiii cette étude, 
me proposant d'y revenir ultérieurement, apres avoir fait une étude 
approfondie de quelques cas particuliers. 

Je vais revenir, en terminant, sur un exemple de fonctions hyper- 
fuchsiennes dont je me suis précédemment occupé (Acta mathematica, 
T. 2); cet exemple ne se rattache pas aux formes quadratiques ternaires 
a indéterminées conjuguées relatives aux entiers complexes a -{- bi de 
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Gaus.s, mais aux entiers formes avec les racines cubiques de Tunité, mais 
il est clair que des considérations analogues a celles dont nous avons fait 
usage dans ce mémoire peuvent étre employées dans ce nouveau cas. 

Nous avons vu que les trois équations linéaires simultanées aux 
dérivées partielles 

gx{x — i){x — y)r = (— 5a;' + 4xy + 3^ + ^y)ip—zy{^ —y)9 + {^—y)z 

i{x — y)s = p — q 
gy{y— i){y — x)t = — ix{i — x)p + (— 5^' + 4xy + 3y + 2x)q 

+ {y — x)z 

qui rentrent dans le type du paragraphe précédent, ont trois solutions 
communes linéairement indépendantes, et nous avons montré qu'en désig- 
nant par o^, (o^ et (o.^ trois solutions convenables, les équations 

-^ = w, -^ = 1; 



ö>, 0;, 



donnent pour x et y des fonctions uniformes de w et t;, et ces fonctions 
ne sont définies que pour les valeurs de m et t;, comprises dans le domaine: 

en posant 

u =^ u' + iu"y v = v' -]- iv". 

J'ai indiqué dans le mémoire cité les substitutions fondamentales du 
groupe relatif aux fonctions hyperfuchsiennes rr et y; c'est la un point 
sur lequel J^e veux faire une rectification. Les substitutions désignées par 
S^y S^j S^ (Acta mathematica, T. 2, p. 127 § 4), ne constituent pas 
toutes les substitutions fondamentales; elles ont été obtenues en laissant 
X constant et faisant varier y; par suite d'une erreur de calcul, j'avais 
eru que les substitutions obtenues en laissant y constant et faisant varier 
X rentraient dans les précédentes. J'ai reconnu depuis que le fait n'est 
pas exact, et trouvé ainsi deux nou velies substitutions. En définitive, le 
groupe s'obtiendra en combinant de toutes les maniéres les cinq substitu- 

tions qui suivent {Å = cos 1- i sin — ): 



GS) 



(s,) 



(s,) 
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U=X'u — {X—i) 
U = A*M + (i — A») 

F=t; + (i — ;i> — (i — ;i») 



(SJ 



('%) 



t/- 


u 


— 2>i + (>!'— i)t; 


F- 


Xv + {Å*— I) 


2i + (>l* l)v 


(/- 


(X Å')v + Å*u 


I + (^' - i)v + (I - ;)« 


v 


v 



I + (^'— !)«; + (I — i^O^e 



Je me propose de fairc, dans un autre travail, Tétude approfondie de 
ce cås particulier, qui mc parait d'autant plus intéressant qu il se rattache 
a une classe particuliére de fonctions abéliennes. Je montrerai seulement 
quelles sont ici les trois substitutions permettant de mettre toute fonction 
6y correspondant au groupe, sous la forme de développement en serie du 
paragraphe 20. 

Ces substitutions se tirent de S^y S, et S^. 

En faisant le produit de S^ et de S^, on a 



(O 



U=u-]- I — A' 

r==t; + (A— i)« — (i —A'). 



De inéme en composant S^ et S, , il vieiit: 



(2) 



U= u + I —A 

V=v + {X'—i)u — {i —A»). 
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En combinant S^ et /S, on a d'autre part 

U=u + X— i 

Faisant le produit de cettc deriiiére substitution avec la substitution 
(2), nous obtenons 

U= u 

V=v-{-Å' — X. 

Les substitutions (i), (2) et (3) ont la fonne des trois substitutions em- 
ployées au paragraphe 20. 

Le domaine que nous avons ici ä considérer est définie par Tinégalité 

2v' + «*" + «*"' < o. 

Un changement de variable bien simple, permet de le transfonner dans 
le domaine hypersphérique, auquel nous avons tout ramené dans ce 
travail. Que Ton pose en efFet 



/k 



U = : — , v = -- 



I +?' 2iy + I 

Au domaine précédent correspondra le domaine hypersphérique 

Pour le groupe précédent, toutes les fonctions hyperfuchsiennes corres- 
pondantes s'expriment en fonction rationnelle de deux d'entre elles, con- 
venableraent choisies, par exemple les fonctions x et y] il ne correspond 
en effet ä un systéme de valeurs de x et y, qu'un seul systeme de 
valeurs de w et t;, en faisant bien entendu abstraction de celles qui 8'en 
déduisent par les substitutions du groupe. 

Paris, le 15 Janvier 1884. 



ZUR THEORIE DER 

STETIGEN FUNKTIONEN EINER REELLEN VERÅNDERLICHEN 

I 

VON 

LUDWIG SCHEEFFER 

in MUNCHEN. 



Ein Hauptsatz der Integralrechnung lautet: 

Wenn die vorderen {hinteren) Differentialquotienten zweier stetigen Funk- 
tionen F{x) und f{x) in einem Intervall x^x^ Hherall endlich, bestimmt 
und einander gleich sindy so besteht fUr alle Werte von x^ die dem Intervall 
angehören, die Gleichung 

F{x) = f{x) + consf. 

Dieser Satz, welcher fQr differentiirbare Funktionen gilt, ist ein spe- 
cieller Fall des folgenden allgemeinen Satzes, welcher sich auf stetige 
Funktionen tlberhaupt bezieht. 

Wir bezeichnen, wie dies schon in § i der Vntersuchungen uher Bec- 
tification der Curven Q) geschehen ist, die Unbestimmtheitsgrenzen des vor- 
deren und hinteren Differentialquotienten einer Funktion als vordere oherS^ 
vordere untere, hintere obere, hintere untere Ableitung (Derivirte) und wenden 
die vier Symbole D"^, D^., D", D_ för diese Begriffe an. Dann gilt der 

Satz I Es seien F{x) und f{x) zwei fur alle Punkte des Intervalles 
x^x^ definirte stetige Funktionen. Wenn dann die vordere obere Ableitung 



(*) Acta Mathematica^ T. 5j P- 5^. 

Aeta matltermmea. u. Imprimé 8 Mal 1884. 
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van F{x) (pder die vordere untere öder die hinteré obere öder die hintere 
untere) nberall endlich und gleich der entsprechenden Ableitung von f{x) istj 
so ist fur alle Werte x, die dem Intervall angéhören, 

F{x) = f[x) + const. ' 



Betvets. 



Es sei im ganzen Intervall x^x^ 



D^F{x) = D^f{x). 
Wir bilden die Funktion 

p{x) = ex + F{x)—f{x), 

in welcher c eine willktlrliche positive Constante ist Dann wird not- 

wendig 

D-^^{x)^c. 

Nehmen wir nämlich eine zweite positive Constante d an, so existiren 
zu jedem Werte von x beliebig kleine positive Werte ä, fttr welche 

ist. Ausserdem wird fftr alle positiven Werte A, die unterhalb einer ge- 
wissen Grenze liegen, 



n- + f^l-f(-) <n^f(^^,) + o\ 



h 

Es giebt also beliebig kleine Werte ä, welche der Bedingung 

F{x + h)- F{x) f(x + h) -f{x) 



> — 2Ö 



oder, was dasselbc ist, der Bedingung 

y{x + h) — ip{x) 



y 



> C— 2d 
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genögen* Demnach ist D'^^{x)^c — 2^, und, da d beliebig wap, 

Wir behaupten weiter, dass die Funktion jp(rr) — f?(a;^) im Intervall 
^0^1(^0 "^ ^1) ^^ic^als negativ wird. Wäre sie näinlich an der Stelle x' 
negativ, so wOrden die Werte x zwischen x^ und x\ fftr welche sie positiv 
öder gleich o ist, eine obere Grenze x" haben. Da die Funktioh stetig 
ist, wQrde <p{x") — ji?(a:^) == o sein, und cs mtisste fttr jeden Weft 
h < x' — x" die Relation f>{x" -]- h) -^ f^(^") ^ o bestehn, welche mit der 
vorher gefundenen Relation D'^f^[x)^c unvereinbar ware. 

Daraus folgt weiter, dass auch 

« 

[F{x) - f{x)] - [F{x,) - f{x,)] 

an keiner Stelle negativ werden känn. Anderenfalls wörde, wenn man 
der Constanten c einen genögend kleinen Wert gäbe, auch ^{x) — ^{^0) 
negativ werden, was unmögliqh ist 

Vertauscht man in den vorhergehenden Entwickelungen F{x) mit 
f{x), so ergiebt sich schliesslich, dass auch die Funktion 

[f{x) - F{x)] - [f{x,) - F{x,)] 

niemals negativ, öder, was dasselbe ist, dass die Funktion 

niemals positiv wird. Da wir eben sahen, dass diese Funktion niemals 

negativ wird, folgt, dass sie beständig gleich o ist. I), h. es begteht die 

Gleichung • 

F{x) - f{x) ^ F{x,) - f{x,). 

w. z. b. w. 



6 2. 

Der Satz I lasst verschiedene Erweiterungen zu. Um dieselben zu 
formuliren, nehmen wir eine Bezeichiiung von Herrn G. Cantoh an: Eine 
im Intervall x^x^ beliebig definirte Punktnienge P besitzt den Inhalt ^, 
wonn nach Annahme elner beliebig kleinen positiven Grösse r) die Menge 

Jr/a vuitfw.vuilira. 5. IiupriiiiO 7 Mai 1S84. 24 



% 
« 
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P iramer in eine endliche Schaar von Intervallen eingeschloBsen werden 
känn, deren Summe kleiner als 3 + ^ ist, während es unmöglich ist, die 
Punktmenge in eine endliche Schaar von Intervallen einzuschfiessen, deren 
Siimme kleinev als 3 is*» 

Der Begriff einer Menge von Werten x mit dem Inhalt Null ist 
hiernach identisch mit dem von Herrn Haknack angewandten Begriflfe 
der discreten Wertmenge. 

Safz IL Wenn man von zwei im Intervall x^x^ äberall eindeutigen 
und stetigen Funktionen I\x) wid f{x) tqeissj dass die Gesammtheit der 
Werte von F{x) — f{oi^)j ivelche denjenigen Stellen entsprecheny an denen die 
vorderen oheren Äbleitungefi I)'^F{x) und D^f[x) {öder die vorderen unteren 
etc) entweder nicht beide endlich öder nicht einander gleich sind, Mchstens 
eine Menge mit dem Inhalt Nidl biidet^ so ist im ganzen Intervalle 

F{x) — f{x) + const. 

/ 

Bewets. 

Wir bezeichnen diejenigen Stellen .r, an welchen die Grössen D^F{x) 
lind D^f{x) entweder nicht beide endlich öder nicht einander gleich 
sind, kurz als singulare Stellen, die entfiprechenden Werte der Funktion 
y = F{x) — f{x) als singulare Werte von ;/. 

Liegt weder im Inneren noch auf der Grenze eines Intervalles xx' 
ein singulärer Wert von o?, so ist die Funktion y in diesém Intervalle 
nach Satz I constant. Wir behaupten, dass ;/ an keiner Stelle x einen 
von y^ = F{Xq) — f{^o) verschiedenen Wert haben känn. 

Hatte nämlich för x = x' die Funktion y den Wert y' = y^ + t?, 
wo c ^ o ist, so könnte man unter den zwischen y^ und ?/' gelegenen 
Grössen diejenigen, welche singulären Werten von y gleich sind, nach 
Voraussetzung in Intervalle schliessen, deren Summe kleiner als c wäre. 
Es liesse sich also zwischen y^ und y' jedenfalls ein Intervall von angeb- 
barer Länge bestimmen, welches keine einzige Grösse enthult, die einem 
singulären Werte von y gleich wäre. Die^Grenzen eines solchen Inter- 
valles seien y t=^ a^ und y == a', wo a^ ^ a', und zwar sei a^ die näher 
an y^j a' die näher an y' gelegene dieser beiden Grössen. — Die stetige 
Funktion y wird zwischen x^ und x' alle im Intervall ?/^y' gelegenen 
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• 

Werte aimehmen, es iiidssen also zwisehen x^ uud x' Werte von x vor- 
koiniiien, fUr welche y = a^ wird. Ist f^ die obere Grenze dieser Werte, 
so wird y -— a^ fttr' j: = f^. lin Intervalle ^^x' wird y alle zwisehen 
a^ und y' gelegenen Werte annehrnen. Wir bezeichnen die untere Grenze 
der in diesem Intervall befindlichen Werte Xy fftr welche y =^ a' wird, 
mit ^. Dann nimmt y för a; = f ' den Wert a' an. Im Intervall ^^f 
liegt y ofifenbar immer zwisehen den Grenzen a^ und a\ Dieses Intervall 
enthält also keinen singulären Wert von x.* Daher mtisste, wie zuvor 
bewiesen ist, y innerhalb desselben constant und folglich al = a^ sein. 
Dies ist aber nicht der Fall, 

Die Annahme y' = ^o "I" ^ (^ < ^) f^^hrt also zu einem Widerspruche. 
Eö wird daher y* = y^, d. h. allgeinein 

l\x) - f{x) = F{x,) - fix,) 
sein. w. z. b. w. 



§ 3. 

Der Satz II enthält iniplicite den folgenden 

Satz Ila. Wenn man von zwei im Intervall x^x^ uberall eindeutigen 
und stetigen Funktionen F{x) und f{x) weiss^ dass die Gesammtheit der 
StéUen x, an denen die vorderen oberen Ableitungen D'^F{x) und D'^f[x) 
{öder die vorderen unteren etc.) entweder nicht beide endlich öder nicht ein- 
änder gleich sind, höchstens eine Menge P biidet^ deren AbleitungQ) P end- 
lich öder abzäUbdr unendlich{^) ist, so ist im ganzen Intervall 

F{x) = f[x) + const. 

Um zu zeigen, dass dieser Satz in dem Satze II enthalten ist, brauchen 
wir zwei Htilfssätze. 

Hulfssatz I. Es sel y eine im Intervall x^x^ uberall eindeutig de- 
finirtCj stetige Funktion von x. Wenn dann P irgend eine Menge von 
Werten x ist, deren Ableitung P endlich öder abzählbar unendlich ist, so 
bilden die zugehörigen Werte von y ebenfalls eine Menge Q, deren Ableitung 
Q' endlich öder abzählbar unendlich ist. 



O Nach der Definition von Herrn G. Cantob. 
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Beivets. 

Es sei b irgend cin Wert von y, welcher zur Menge Q^ gehört. 
Dann giebt es in jeder Nähe der Grösse b unendlich viele Werte, die zur 
Menge Q gehören. Da jedem dieser Werte mindestens ein zur Menge P 
gehöriger Wert von x entspricht, und da alle zu verschiedenen Werten 
von y gehörigen Werte x von einander verschieden sind, giebt es min- 
destens eine Stelle x = a mit der Eigenschaft, dass in jeder Nähe der- 
selben unendlich viele Stellen liegen, die zu P gehören und denen Werte 
von y entsprechen, die sich beliebig wenig von b unterscheiden. An der 
Stelle X = Gj welche zur Menge P gehört, nimmt die Funktion y, da 
sie stetig ist, notwendig den Wert b an. 

Hiermit ist bewiesen, dass jedem Werte y = by der zu Q' gehört, 
mindestens ein Wert x = a entspricht, der zu P' gehört. Die Werte von 
y, welche allén in P vorkommenden Werten von x entsprechen, enthalten 
also sUmmtliche Werte der Menge Q*. Die Menge Q' ist daher endlich 
öder abzahlbar unendlich, da P' nach Voraussetzung endlich öder ab- 
zählbar unendlich ist. 

Hulfsatjs IL Jede in emeni endlichen Intervall enthaltene Wertmengej 
der en Äbleitung endlich öder abzahlbar unendlich ist, hat den Inhalt NulL 

Der Beweis dieses Satzes ist von Herrn G. Cantou gegeben worden 
(Mathematische Annalen B. 21, p. 54). 



Beiveis des Satxes Ila. 

Die Gesammtheit derjenigen Stellen Xj an denen die Ableitungen 
D'^F{x) und D'^f[x) entweder nicht beide endlich öder nicht einander 
gleich sind, biidet nach Voraussetzung eine Menge, deren Äbleitung endlich 
öder abzahlbar unendlich ist. Dasselbe gilt nach Httlfssatz I von den 
entsprechenden Werten der Funktion y = F[x) — /'(^). Die Gesammtheit 
der Werte y, welche den Stellen von der angegebenen Art entsprechen, 
hat also nach Hftlfssatz II den Inhalt Null. Folglich sind die Voraus- 
setzungen des Satzes II erft\llt und der Satz IL ist auf jenen Satz zu- 
rtlckgeftlhrt. 



Zur Thcorie der stctigcn Funktionon einor rccllen VcräDdcrlicheD. 189 



§ 4. 

« 

Der Satz I lässt iioch eine aiidere Erweiteruiig zu, in welcher einige 
von den Herren du Bois-Reymond (*) und H-ahnack(*^) gegebene Erweite- 
rungen des Fundamentalsatzes.der Integralrechnung enthalten sind. 

Wir sägen, eine Funktion sei in der Umgebung einer Stelle x grösser 
als jede endliche ZdhJj wenn nach Annahme einer beliebig grossen Zalil 
G in jeder Nähe der Stelle x andere Stellen existiren, an denen die Funk- 
tion grösser als G ist. 

Dann besteht der 

ScUz HL Wenn man von zwei im Intervall x^x^ Uherall eindeuHgen 
und stetigen Funktionen F[x) und f{x) weiss, 

i) dass die Gesammtheit der Stellen Xy an welchen die vorderen oberen 
Ableitungen D'^F{x) und D'^f{x) {öder die vorderen unteren etc.) beide 
endlichj aber um mehr als s von einander verschieden sindy fUr jeden jyosi- 
tiven Wert von e höchstens eine Menge mit dem Inhalt Null biidet; 

2) dass die Gesammtheit der Werte von F{x) — f{^)f welche den 
Stellen X entsprechefi, an denen öder in deren Umgebung mindestens eifie der 
Grossen D'^F{x) und D^f{x) absolut grösser als jede endliche Zahl ist, 
ebenfalls eine Menge mit dem Inhalt Null biidet; 

so ist im ganzen Intervalle 

F{x) = f{x) + const.{') 

Zum Beweise brauchen wir einen Holfssatz, den wir, obwohl er be- 
kannt ist,(^) der Vollständigkeit wegen, kurz beweisen. 



C) Mathematische Annalen, B. 16, p. I15 — 128. 

(*) Mathematische AnDalen, B. 19, p. 235 — 279. 

C) Einige von Herrn Harnack angegebenc Sätzc (Mathematische An nålen, 
B. 19, p. 239 — 245), in welche unser Satz III flir den Fall Ubergeht, dass F{x) und 
f(x) Funktionen mit integrirbaren Differentialquotienten sind, in welchen indess die Be- 
dingung 2) nicht berticksichtigt ist, sind ungenau. Of. TJniersuchungen iiher Rectification 
der Ourven, Beispiel i zu Theorem IV, Beispiel 2 in der-Bemerkung zu Theorem VI. 

(*) Cf. DiNi, Fondamenti per la ieorica delle fiinzioni di variabiH realt, p. 193 — 194. 
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Halfssatz HL Wenn y eine von x^ bis x^ stetuje Funktion von x isty 
and wenn die vordere obere ÄbJeUung {öder die vordere untere etc) uberall 
zwisclien den Grenzen G and G' {G > G') liegty so liegt auch der Quotient 

\ __ fur beliebUje Werte von x und x' zwischen denselben Grenzen. 



Beivels. 

Es sei x' >x. Wäre —, — -> G, so könnte man eiiic positive Grössc 

C so klcin annehmen, dass, wenn z = y — (ö + c)x gcsetzt^^ wird, die 
Differenz / — z positiv, etwa gleich <?, wQrde. Dann mösste för x eine 
obere Grenze x"{< x') existiren, wo die Relation z* — /' = (? zum letzten 
Mal erfQllt wäre. An dieser Stelle wäre I>''"/'^o, also i)+y"^(? + c, 
was gegen die Voraussetzung ist. 

Wäre aber —, — - < G\ so könnte man die positive Constante c so 

klein annehmen, dass, wenn z = y — ((?' — c)x gesetzt wird, die Dififerenz 
/ — z negativ, etwa gleich — (?, wUrde. Dann mftsste för x eine obere 
Grenze x"{< x) existiren, wo die Relation z' — /' = — c? zum letzten 
Mal QrfQllt wäre. An dieser Stelle wttrde I>+/'^b, öder i)-^y'^^G' — c, 
was wiederum gegen die Voraussetzung ist. 

Beiveis des Satzes III. 

A) Wir nehmen zunächst an, dass es keine einzige Stelle im Intervall 
x^x^ öder auf der Grenze desselben giebt, an welcher öder in deren 
Umgebung eine der Ableitungen D'^F{x) und D'^f{x) absolut grösser 
als jede endlictie Zahl wäre. Dann existirt eine endliche Grösse G, 
welche die obere Grenze der absoluten Werte von D'^[F{x) — f{^)] im 
Intervall x^x^ ist. 

Setzen wir, wie in § i, 

^{x) = ex + F{x) — f{x)y 

wo c>o ist, so haben auch die absoluten Werte von D'^^{x) im Inter- 
vall x^x^ eine endliche obere Grenze, welche höchstens Gleich G + c ist. 
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Es lässt sich nun zunachst, ebenso wie in § i , zeigen, dass 

ist an allén Stellen x mit Ausnahme derjenigen, an denen I)^ F{x) von 
B^f^r) um mehr als e verschieden ist, d. h. mit Ausnahirie einer Menge 
von Werten rr, deren Inhalt nach Voraussetzung Null ist Wir bezeicHnen 
diese Menge mit P^. Wählen wir e kleiner als c, so känn ferner, wie 
in § I, gezeigt werden, dass (f{x') — ^(^) niemals negativ wird, wenn 
X* > X ist und die Strecke xx' keinen Piinkt der Menge P^ enthält. 

Wir behaupten, dass (p[x') — f(^) auch dann nicht negativ wird, 
wenn die Argumente x und x* beliebige dem Intervall x^x^ angehörige 
Werte annehmen, falls nur x* > x ist. 

Wäre nämlich ^{x') — f>{x) = — rjy so wörden wir die im Intervall 
xx' gelegenen Werte der Menge P^ in eine endliche Schaar von Inter- 
vallen i einschliessen, deren Summe kleiner als -5. ist, wo å kleiner als 

9 

I, g die obere Grenze der absoluten Werte von 7)^ jr (a;) im Intervall 
xx' öder, falls diese Grenze Null ist, eine beliebige positive Zahl ist. 
Bezeichnen wir den Anfangs- und Endpunkt eines der Intervalle i', welche 
von der Strecke xx' nach Ausschluss der Intervalle i Obrig bleiben, 
mit fj und $|, so ist, wie vorher gefunden, 



/ 



Bezeichnen wir ferner den Anfangs- und Endpunkt eines dor Intervalle i 
mit ^Q und f,, so ist nach Hdlfssatz III 

Also wird, wenn wir t\ber alle Intervalle i' und / summiren und die 
Relation Zi < — berftcksichtigen, 

Die Annahme fr(rr') — jr(rr) ~ — yj fohrt demnach zu einem Wider- 
sprucho. 
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Es känn also för rr' > oj die Differenz ^{x') — p{x) und, da die 
Constante c willkftrlich ist, auch die DiflFerenz 

[F{x.') - f{x')] - [F{x) - f{x)] 

nicht negativ werden. Durch Vertauscliung der Funktionen F{x) und 
f[x) ergiebt sich schliesslich, dass jene Dififerenz auch nicht positiv sein 
känn. Es besteht daher notwendig die Gleichung 

F{x') - f{x') = F{x) - f{x) = F{x,) - f{x,) 

w. z. b. w. 

B) Wir lassen jetzt die Beschränkung fallen, dass das Intervall x^x^ 
keine Stelle enthalten soll, an welcher öder in deren Umgebung minde- 
stens eine der -Xjrössen D'^F{x) und D'^f{x) absolut grösser als jede 
endliche Zahl ist. Dagegen soll die im Satze III ausgesprochene Bedin- 
gimg 2) erfollt sein. 

Wir bezeichnen dann diejenigen Stellen oj, an denen öder in deren 
Umgebung mindestens eine der Grössen D'^F{x) und D^f{x) absolut 
grösser als jede angebbare Zahl wird, kurz als singuläre Stellen, die zu* 
gehörigen Werte der Funktion y = F{x) — f{x) als singuläre Werte von y. 

"Liegt weder im Inneren noqh auf der Grenze eines Intervalles xx' 
ein singularer Wert von x, so ist nach A) die Funktion y in diesem 
Intervall constant. Wir behaupten, dass y an keiner Stelle einen von 
y^ = ^(^0) — f{^o) verschiedenen Wert haben känn. 

' Hfttte namlich y fOr x = x' den Wert y' == y^ + c wo c ^ o ist, so 
könnte man, genau wje in § 2, fttr x zwei Werte f^ und ^ so bestimmen, 
dass denselben einerseits zwei verschiedene Werte a^ und a' von y ent- 
sprechen, während andererseits in dem Intervall ^^^ keine singulHre 
Stelle X tiegt^ Dies ist aber nach A) unmöglich, und daher känn die 
Annahme y' = y^ + c nicht richtig sein. Es ist also allgemein y = y^, 
d. h. es gilt auch fttr diesen Fall die Gleichung 

Fix) - f{x) = F{x,) - fix,). 

w. z. b. w. 
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§ 5. 

Wio der Satz II implicite den Satz Ila enthielt, so enthalt der Satz 
III den folgenden 

Satz lila. Wenn man von zwei im Intervall x^x^ uberall ein- 
deutigen und stetigen Funktionen F{x) und f^x) weiss, 

i) dass die Gesammtheit der Slellen rr, tvo die vorderen oberen Äh- 
leitungen I)^ F{x) und D'^f{x) (pder die vorderen unteren etc) beide endlich, 
aber um mehr als s von einander verschieden sind, fur jeden positiven Wert 
von s höchstens eine Menge mit dem Inhalt Null biidet; 

2) dass die Gesammtheit der Stellen x, an denen öder in der en Um- 
gebung mindestens eine der Grössen D^ F[x) und Dtf{x) absolut grösser als 
jede angebbare ZaM ist, eine endliche öder abzählbar unendliche Menge biidet; 

so ist im ganzen Intervall 

F{x) = f{x) + const. 

m 

Beweis. 

Die Gesammtheit derjenigen Stellen rr, an denen öder in deren Um- 
gebung mindestens eine der Grössen D'^F{x) und D^ /'(a?) absolut grösser 
als jede angebbare Zahl ist, biidet ihrer Natur nach eine abgeschlossene 
Menge P, d. h. eine Menge, deren Ableitung P in P enthalten ist. Da 
P nach Voraussetzung endlich öder abzählbar unendlich ist, wird auch 
P' endlich öder abzählbar unendlich. Nach § 3 Holfssatz I besitzt daher 
die Menge Q der Werte von y = F{x) — f{^)j welche zu den Werten P * 
von X gehören, eine endliche öder abzählbar unendliche abgeleitete Menge 
Q. Mit Rticksicht auf den Hölfssatz II ergiebt sich schliesslich, dass die 
Menge Q den Inhalt Null hat. Hiermit ist der Satz Illa auf den Satz 
III zurQckgefQhrt. 



Äeta inathtnuUiea. 5. Iiuprimé 1 AoQt 1884. 25 



194 Ludwig Scheeffer. 

Wir schliessen, um ein naheliegendes MissverstÄndniss zu vermeiden, 
mit der ausdrOcklichen Beiuerkung, dass der Satz II nicht als ein spe- 
cieller Fall des Satzes III, und ebensowenig der Satz Ila als ein specieller 
Fall des Satzes Illa angesehen werden darf. Es besteht vielmehr der 
wesentliche Untersehied, dass in den Sätzen II und Ila nur diejenigen 
StcUen x^ an denen eine der Ableitungen D'^F{x) und D'^f[x) unendlich 
gross ist, nebst den Verdichtungspunkten dieser Stellen, als singulär be- 
trachtet werden; wahrend in den Sätzen III und Illa auch diejenigen 
Stellen beröcksichtigt sind, in deren Umgebung eine der Grössen D'^F{x) 
und D^f{x) grösser als jede angebbare Zahl wird, ohne den Wert co 
wirklich anzunehmen. 

Möglicher Weise kön nen die Sätze III und Illa so verallgemeinert 
werden, dass die Sätze II und Ila als specielle Fälle derselben erscheinen. 
Es ist uns indess nicht gelungen, eine Verallgemeinerung in dieser Richtung 
strenor durchzuföhren. 

Berlin, 21 December 1883. 

/ 

Nachtrag zu pag. 189, Note 3. Wie aus einer inzwischen publicirten 
Note des Herrn Haunack hervorgeht (Mathematische Annalen, Bd. 
23, p. 287), hat derselbe die Nothwendigkeit einer Vervollstandigung 
seiner Sätze, sowie die Art, in welcher dieselbe gesohehn muss, selbst 
bereits mehrere Monate vor dem Verfasser erkannt und wird darttber im 
zweiten Teile seiner Arbeit: Ueher den Zusammenhavg der Funktionen einer 
reéllen Variahelen mit iliren Ableitungen demnachst Ausftthrlicheres ver- 
öfFentlichen. 

Mttnchen, 15 Mai 1884. 



NOUVELLES RECHERCHES 

SUR LES SURFACES DU TROISIÉME ORDRE 

PAH 

C. LE PAIGB 

I 

& LIÉGE. 

Plusieurs Géoinétres se sont occupés dcjä de la configuration [15^, 20^] 
a laquelle donnent licu deux tétraédrcs honiologiques, et ont inoiitré le 
röle iinportant qu'elle joue dans Tctude des surfaces du troisiénie ordre, 
soit par rapport aux vingt-sept droites de la surface, (^) soit pour Tinter- 
prétation géométrique de certains invariants de la forine cubique qua- 
tcrnairc. (') 

Nous nous proposons d'en faire voir une application différente et de 
rattiicher Texistence de cette figure a des considératious que nous avons 
développées ailleurs. 

Nous avons fait voir, dans divers travaux antérieurs,(^ Tutilitc de 
riioniographie H^ dans la tlicorie des surfaces cubiques; pour aborder 
les (Juestions actuelles, Teinploi des lioniographies biquadratiques ne nous 
parait pas dénuc d'intéret. 

Considérons une surface quelconque S.^ et, dans une section faite 
par un plan arbitraire ö>, inscrivons un quadrilatére complet, ce qui est 
toujours possible a moins de positions ^péciales du plan w. 



(*) Oremona, Mcmoric dclla R. Accad. dci LIdcci, 1877. Math. AoDal., 
T. XIII, p. 301. Caporali, Accad. dci Lincci, 1878. Veronese, Annali di 
Matematica, 1882, p. 173. Math. Anoal., T. XIX, p. 194. 

C) R. DE Paolis, Accad. dci Lincci, T. X, p. 123. 

O Bull. de TAcad. roy. de Belgique, 3'' Serie, T. V, p. 85. C. R., T. 
XCVII. Acta Mathcmatica, T. 3, p. l8l. 

Ada mathetnatica. 5. Iui|)riui6 1 AuAt 18&4. 
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Soient Xj y, Zy u, les cötés de ce quadrilatére. Il est visible que 
si nous joignoiis tous les points de S^ aux cötés du quadrilatére, nous 
obtenons quatre faisccaux de plans en H^. 

Pour le démontrer, observons que si Ton considére aj,y, z, w, comme 
les traces, sur le plan dont Téquation est 

du tétraédre dont les faces sont représentées par 

ot = o, ^ = o, /* = o, (? = o, 
Téquation d'une surface cubique, circonscrite ä ce quadrilatére, pourra 



6'écrire: 



+ A.ajiia + y^ + A,ar{oi + r) + A^^{^ + ^) + Al^ril^ + r) 

m 

+ A,i3o\,3 + d) + A,r<f(r + S) + P,oty5r + P.a/Sd + P,ar^ + P.prå = o. 
Or, considérons quatre faisccaux de plans 

t 

a — Aö> = o, ji — fio) = o, Y — j;ö> = o, d — /?öi = o, 

a. • 

liés par la relation d'homographie H^ la plus générale: 

Les intersections des plans correspondants décriront une surface S^^ 
contenant les quatre droites x, //, Zj u. 

Gette surface se composera d'une S'^j circonscrite au quadrilatére, et 
du plan a>, si ^^ = o. 

Si nous idcntifions Véquation de 8^ avec celle de Si, nous trouvons 
que la forine quadrilinéaire F peut s'écrire 
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oii 

f> = X + /i + p + p— 1. 

Mais il est evident que les plans homologues ne donneront un point de 
Äg que s'ils concourent, c'est-a-dire si Ton a jr = o. 

Nous aurons donc siinultanément, pour les plans qui donnent des 
points de ^'3, les deux relations 

f = Oy ^ = o. 

Par suite, ces plans appartiennent, comme nous Tavons dit, a quatre 
faisceaux en Ho. 

A chaque valeur de ö, correspond une forme quadrilinéaire F. Or, 
nous avons montré(') que Ton peut toujours, par un choix convenable 
des variables, ramener eette forme ä Texpression canonique: 

t 

I 

Appelons a,, ji^, ;*j, å^; a^, S^, y^, (?„, les plans des quatre faisceaux qui 
correspondent aux elements fondainentaux, nous aurons Téquation: 

Les quatre co variants biquadratiques de F sont de la forme: 

L* = i* + 01'* + 0'i','* + en:"*, 

les CO variants "biquadratiques de f> étant identiquement nuls. 

Ces quatre covariants auront un méme discriniinant que nous dé- 
signerons par A. 

Pour déterminer son degré en ö, nous obser verons que la forme 
développée de ij est 

X? = {A, + eB,)t\ + 4{A, + dB,)t\t, + 6{A, + dB, + ePc.YA 
+ A{A, + dB, + e^C.YA + {A, + dB, + ff^C, + fiD,)t\.' 

(*) Sur la forme quadrilinéaire: Atti della R. Acoademia di Torino, T. XVII, 
p. 299, Février 1882. 
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Il en réöulte que nous pourrons écrire 

Si nous nous reportons aux resultats contenus dans notre travail relatif 
aux fornies quadrilinéaires, nous verrons aisément que la condition A -= o, 
entraine nécessairement révanouissement d'un des cocfficicnts de la forme 
canonique F et que quatre elements fondamentaux sont précisement re- 
présentés par , les racines carrés des facteurs carrés qui cntrent dans les 
covariants biquadratiqucs. 

L'évanouissement de.Tun quelconque des paramétres de F, revcnant 
a un changemént de notation, nous pouvons supposer que la condition 

A = Ji- = o, 

entraine celle-ci: 0^3332 = o. 

Alors Téquation écrite plus haut devient: 

Mais on voit aisément que le tétraédre ol^P^Ti^x a ses quatre sommets 
sur /S, et fornie, par suite, avec 01, un pentacdre complct inscrit a la 
surface. (*) 

Nous pouvons observcr que le plan co ctant donné, nous ne pourrons 
plus déterminer arbitrairement qu'un des eötés du quadrilatére xyzu. x 
étant choisi, par exemple, il n'existera, en general, que trois systémes 
y^ ^, w. 

liorsque le quadrilatére est dcterminé, nous voyons que nous pouvons, 
en general, choisir 6 de douze fa9ons différentcs, de telle maniére que 
les covariants biquadratiqucs de F aient un facteur carré; les plans 
correspondant ä ces facteurs donnent alors un pentaédre inscrit ä S.y{^) 

■ ■ ^. ■ ■ ■ ■ ■^■^■^^M ■■■ ■ ■■.■■■■» ■■■■■ ■■-■ ■■■ — ■■■■■ ■■■» , IIMM.p»»..! 

C) Aa sujet des pentaödres inscrits ä unc 8^^ voir le boau travail do M. Friedr. 
Schur: Erzeugung durch collineare Grundgebilde (Mathematische ÄDnalcn, T. 17, p. 26). 

C) Une iDadvertence nous avait dabord porté k attribuer ä A le dcgré dix-huit; 
mais DOtre savant Collögue M. H.-Q. Zeuthen ayant détcrminé par la mdthodo énuméra- 
tive le Dombrc des pentaédres insorits (V. plus loin)^ nous avoDS reconnu que la formc 
particuliörc do L* conduit au dcgré douze pour le discriuiiDant A . 
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N0U8 pouvons donc énoncer ce théoréme: 

On peut inscrire, ä une surface 8^^ twis systémes de douze pentaedres 
dont 071 choisit arbUraireinent une face et une aréte dans cette face. 

Ces pentaedres förment évidemment une quintuple infinité. 

Lorsquc les covariants biquadratiques fondaraentaux de J^ sont des 
carrés, nous aurons. a la fois, par exemple 

Donc 1'équation de S^ peiit s^écrire: 

+ ^22ii«aM^^ + %x2i^7pirA + ^2ii2«2Är/?3 = o. 

Alors les deux tétraédres OL^P^y^fi^j ^^P^T^^^ sont tons les deux inscrits ä 
S^'. nous les appellerons associés. 

Pour obtenir cette forme réduite, le choix de rindéterminée d ne 
suffit plus, puisqu'il faut remplir deux conditions. 

Pour arriver a la déterminer, nous ferons usage de la remarque 
sui vante. 

Comme les groupes de quatre points marqués par tous les plans 
de Téspace sur quatre droitcs arbitraires, représentent précisement une 
forme quadrilinéairc a covariants quartiques carrés, (') nous sommes con- 
duit a nous poser cette question: 

Etudier la surface engendrée par les intersections des plans roncourants 
que Von obtient en joignant quatre droites situées dans un plan w , respec- 
tivement aux points marqués sur quatre droites arbitraires par tous les plans 
de Vespace. 

Il est visible que le plan w fait partie du lieu, qui est complété 
par une surface S^^ circonscrite au quadrilatere tracé dans to. 

C) La demonstration de la proposition invorse étant un peu longue, nous ne la 
donnerons pas actuellement. 

Nous mentionnerons ici une application intéretf^ante que M. Neitberq a faite de 
ce cas particulier dune H^ å Tétude de tétraédres de MObius (Mem. de la Soeiété 
Royale des Sciences de Liége, 2* Serie, T. XI). 
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Soient x.j y, z, u les cötés du quadrilatére donné; -4, A'; By B% 
C, C les sommets opposés. de telle sorte que ABC sont situés sur x; 
et enfin rCj, y^, z^, u^ les quatre droites arbitraires de Tespace, ne se 
rencontrant pås deux a deux et n'appartenant pas ä un méme systéine 
de génératrices d'une surface du second ordre. 

Sur ces quatre droites s^appuient deux transversales g^, g^j qui les 
rencontrent respectiveinent en des points A^B^C^D^, A^B^C^D^. . 

Il est d'abord visible que le plan x^g^ laisse indéterminé le plan 
du faisceau [x) et donne trois plans yB^ , zC^ , uD^ se coupant en un 
point Xj de la surface. 

De cette fa9on, nous pouvons observer que les quatre plans xA^^ 



yB^j zC^, uD^ förment un tétraédre X^Y^Z^U^ inscrit a S^] xA^, yB^j 

zC^j uD^ constituent, de méme, un second tétraédre inscrit X^Y^Z^V^. 

Les deux tétraédres X^Y^Z^U^y X^Y^Z^U^ sont homologiques et 
leurs soitimets correspondants sont situés sur quatre droites X^X^, Y^Y^, 
Z^Z,^, U^TJ^ concourant en un point Q. 

Occupons-nous maintenant de déterminer certains elements qui nous 
seront utiles. 

Les génératrices de ThyperboloUde iy^z^u^' marquent, sur ces droites, 
des ponctuelles projectives dont les gröupes de trois points associés sont 
tels que le plan du faisceau' (o?) est évidemment indéterminé. 

Les intersections des plans qui joignent y, z, u, aux points correspon- 
dants de ces trois ponctuelles sont .donc sur 8^. Or il est visible que 
ces intersections appartiennent a une cubique gauche <?g, passant par X^, 
X„ A', B', C. 

Maintenant considérons les plans du faisceau x^. Ils coupent x^jZ^y u^ en 
des ponctuelles projectives et laissent indéterminés les plans du faisceau (rr). 

Les jonctions de ces trois nouvelles ponctuelles k y, Zj u, donnent 
une seconde cubique gauche A,, située sur Sg, et passant également par 
X„ X„ ^', F, (7. 

On voit aisément que c^ et k^ sont sur une méme surface S^. En 
effet, A'B'j B'C, CA', c^ et k^ constituent une courbe gauche du neuviéme 
ördre, base du faisceau de surfaces du troisiéme ordre qui correspondent 
aux points de x^. 

Or, celle de ces surfaces du troisiéme ordre qui correspond au point 
ou x^ perce w est évidemment composée du plan (o et d'une 8^. 
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Donc C3 et k^ sont deux cubiques de systémes différents träcées sur ^3. 

Noug aurons de méme des cubiques gauQ.hes des deux systémes 
passant respectivement par Y^Y^BAV, Z^Z^ÄBV, XJJT^BOÄ. 

Nous pouvons maintenant observer que X^X^, Y^Y^ sont dans un 
plan passant par A\ 

En efifet les plans j?/7ij, ^6\ , «^/>j donnent X^ ; xA^, z(\, r/7), donnent 
7,. Donc Xj, y, sont situés sur Tintersection des plans zC^, w7)j, droit^ 
qui passé par\4'. ' * ^^^r 

11 en résUlte qué '^^X^, Tj'y*2*^öTi't''deux bisécantes, ne passant pas 
t)ar ^', dé deux cubiques gauches l\, Z'g d'un méme systcme, et situées 
dans le plan AX^X^Y^Y^. 

Donc Q, intersection de ces deux bisécantes est située sur S^.{^) 

Les dix sommets du quadrilatére xyzu^ les huit sonimets des deux 
tétracdres et le centre d'homologie Q constitnent une configuration [15^, 20,] 
dont tons les points sont situés sur S^. 

Ces remarqucs nous conduisent a la détermination, sur une S^ 
quelconque,- d'une pareille configuration et nous permettent, par suito, de 
ramener Véquation de cette surface a la forme réduite: 

Sur la surface donnée, choisissons arbitrairement deux points X^, X^, par 
lesquels nous faisons passer deux cubiques gauches r^, /Cg, appartenant 
aux deux systémes différents: ces deux cubiques se coupent en trois 
points A'B'C' déterminant un plan. 

Si do Xj, nous projetons ^3, nous obtenons un cone du second degré 
qui coupe S,^ suivant une cubique gauche Z*3 du inöme systéme que l\. 
De la méme maniére k^ nous conduit a une courbe cj. 

X^A'y XjZ?', XjC, rencontrent 8^ en trois points Fj, Z,, U^ situés 
sur k\ et Cg. 

Maintenant A' B', ^i^i? situés dans le plan X^AB' sont des bisécantes 
des deux cubiques gauches A-g, ¥^ (et aussi de Cg, cj); donc d'aprés le 
théoréme invoqué déja, elles se coupent en un point C de S^ De la 
méme fa9on 7i'(7, Zj U^\ C'A\ U^X^, donnent des points A, B de la surface. 
Il est evident, d'ailleurs, que ABC sont en ligne droite. 

(*) RErE, Geomeirie der Lage, IV" Absch. p. 197, (2'*'' edition 1882). 

Ada mathtmatiea. 5. Imprimé 11 AoAt 1884. 26 
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En faisant usage de X^, noiis aurions de méme 1\Z^U^. Les deux 
tétraédres X^Y^Z^U^j X^Y^Z^U^ sont homologiqnea. Soit Q le point ou 
XjXj rencontré S^. 

X^A% QY^ sont situés dans un plan pnssant par X,, car QY^ et 
Xj-4' sappuient sur QX^X^ et X^Y^A'. 

Or les deux courbes gauches r,, ci passent respectivement par 
X^X^A'B'C\ X^QY^Z^U^. X^A' et QY^ se coupent donc en un point de 
S^. Or X^A' rencontré S^ en Y^. Donc QY^ passé par F,. Il en 
résulte que Q est le centre d'homologie des deux tétraédres. 

Nous avons donc bien, de cette maniére, inscrit a S^j une configura- 
tion [i 5g, 2O3]. 

Soient i, Ä, I, m^ n, p six indices quelconques. 

Les plans de la configuration [1*5^, 20, ] pourront étre représentés 
par cDfi, les points par P^^, les droites par g^^i. 

Alors cDijt contient les six points P,^ (/, wi, différents de ik) et les 
quatre droites ^,^, (/ différent de ?, k); 

par P^i passent les six plans ö>,„ et les quatre droites ^r,^^; la droite .9,^, 
contient les points P<^, P^^, P^^ et par elle passent les plans ö>,„, io„„\ io„i. 

Par suite, si nous prenons un plan quelconque de la configuration, 
réquation de S^ pourra secrire: 

On peut donner quinze formes distinct^s ä cette équation. 

Les sommets homologues de deux tétraédres associés sont P^^, P^„/, 
P^„, P^„; P^,, Pjt,; P<p, P^p et les jonctions de ces sommets passent par P,^. 

Liége, le 11 Avril 1884. 



SUR LES PENTAÉDRES COMPLETS 

INSCRITS Ä UNE SURFACE CUBIQUE 
Extrait d'une lettre å M. C. Le Paige 

FAB 

H.-G. ZEUTHEN 

å COPBNHAQUE. 

Voici comment je détermine le noinbre des pentaédres complets, 
inscTits a une surface eubique, et dont une des faces et le quadrilatere 
coiiiplet inscrit qu'il doit contenir, soiit déja couims. 

Soicnt Aj A^; Bj li^; C, C^ les couples de sominets opposés du 
quadrilatere, Aj B, C étant sur une droite tandis que A^, B^^ C^ formerit 
un triangle. 

Jc fais passer par ABC un plan quelconque. Dans ce plan il y 
aura 3 quadrilatéres complets inscrits a la surface et ayant A, B et C 
pour sommets. C) Soient J.^, B,^, C^ les sommets opposés dans un de ces 
quadrilatéres. Je cherche alors le lieu du point d'intersection P des 
plans B,C^AB^C\, C\A,BC\A,^, A.B^CA^B,. 

On obtient Tordre de ce lieu, qui sera une courbe, en déterminant 
le nombre de ses intersections avec le plan A^B^C^, 

Si Ton fait coKncider le plan A,^B^C.^ avec A^B^C^, un des trois 
triangles A^B^C^ colncide avec A^B^C\y et le point P qui y correspond, 
et qui sera détermine par Tintersection des plans tangents aux surfaces 
coniques, lieux des droites AB^C\j BC^A^^ CA^^B^, ne se trouvera pas dans 

C) Il est trés-facile de dooncr de ce thöoröme plan conou une ddmonstration analogue 
ä la demonstration stérdométrique actuello. 

Ada mathematiea. 5. Iiupiiiué~ll AuAt 1884. 
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le plan ui^B^C^] mais les points P. qui correspondent aux deux autres 
triangles A,^B,^Q^ sy trouveront évideminent. Ori trouve aiusi 2 intcrsections. 

Remarquons, pour chercher s'il en existe d'autres, que, dans le cas 
qui nous occupe, du moins un des trois plans qui déterminent P doit 
coKncider avec A^B^C\. Supposons donc que le plan B^C^ÄB^C^ colncide 
avec A^B^C^ et que le plan A^B^C^ en différe. Alors la droite AB.^C^ 
coKncidera avec ABC^ .le point B,^ avec C et le point C^ avec B. La droite 
CB^ devient ainsi tangente a la surface donnée en C, et BC\ en 2?. Le 
dernier sommet A^ de ce quadrilatere complet inscrit doit donc et re un 
des trois points oii la droite d*intersection des plans tangents en B et en 
C rencontre la surface. 

On trouve ainsi que le point A^ est un point triple de notre lieu. 
Ses tangentes en A^ seront, d'aprés la construction des points P, celles 
qui le joignent aux trois points A,^ que nous venons de trouver. Les 
trois branches en. A^ ne seront donc en general tangentes ni au plan 
A^B^C^, ni ä la surface donnée. 

Les points B^ et C\ étant dans la inéme condition que -4j, le lieu 

sera de Tordre 

2 + 3.3 = II. 

On aurait aussi pu déterminer Tordre du inéme lieu en coiuptant 
ses intcrsections avec un plan quelconque par la droite ABC. 

Les points d'intersection du lieu trouve avec la surface donnée seront: 

1°. Les trois qui coKncident avec chacun des points A^, B^ et Cj. 

2**. Les 1 2 points de contact de la gSurface avec des plans passant 
par ABC, On voit sans difficulté que les intcrsections ayant lieu en ces 
points sont en general simples. 

3°. Les dixiénies somniets des pentaédrcs cherchés. (Les neuf autres 
seront A, B, C; A^, 2?^, C\ et les points -4^, 2?^, C.^ correspondant aux 
points du lieu.) ♦ 

Le noinbre cherché sera donc egal a 

3- II — 3-3 — 12 = 12. 
Copenhague le 20 Avril 1884. 



BEITRÄGE ZUR 

THEORIE DER ELLIPTISCHEN FUNKTIONEN 

VON 

H. SCHROETER 

in Bn£SLA.U. ' 

(Auszug aus elnem Schreiben an Herrn G. Mittag-Leffler.) 



1. 

In Ihrer Zuitschrift Acta mathematica lid. i, S. 368, befindet sich 
einc Note: Sur une relcUio-n donnée par 31. Caylev dans la théorie des fonc- 
tions elliptlques, par (Ju, Hermite, worin Herr Hekmite eineii Beweis fur 
die Cayley^scIic Jlelation liefert, der sich stiitzt auf das Additionsthcorem 
fur die /weite Gattung der elliptisclieii Integrale [>J('^-)]- ^^^ CAYLEY'sche 
Relation kaini indessen als eine unuiittelbare Folgc aus dem ursprung- 
lichen Additionsthcorem der eigentliehen elliptischen Funetionen hergcleitet 
werden, und ieh vermuthe, dass Cayley auf diesem Wege zu seiner 
Relation gelangt sein wird. Gestatten Sie mir, in wenigen Zcilen Ihnen 
dicse Herleitung mitzulheilen: 

Bekanntlich lasst das Additionstheorcm fiir die elliptiseheu Fune- 
tionen u. a. folgende Gestalt zu: (^) 

cn(«) . cn(<;) — cn(w + 2^) + sn(^f)sn(y;) . (\\\{u + ^') 
dn(w<) . (\i\{v) =^ dn(« + «^) + k*^ si\ (^a) si\ {v) i:\\ {ii + v). 



.(') C. G. J. Jacobi, GcsamineU.c Wcrkc IL p. 325. 

Ada mathematica. o. IiuprbnC 11 Auilt 188r. 
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Sind die vier Argumente Uy v, r, s der Bedingung unterworfen: 

u + v + r + s^Oj 
also 

{u + v) = — (r + s) 

en (w + v) = en (r + s) 
dn (w + t^) = dn (r + 5) 

en (w) en (v) = cn(w + v) + sn(w)sn(t;)dn(tt + v) 
en (r) en (5) = en (r + ^) H" sn (r) sn (s) dn (r + 5) 

en («^) en (t;) en (r) en (5) = en^(w + v) + sn(«^)sn(t;)sn('r)sn(5)dn*(w + t^) 

+ { sn (w) sn {y) + sn (r) sn (5) } en (w + v) dn [u + t;) 

dn(w)dn(t;) = dn(w + v) + Ä;''sn(tt)8n(t;)cn(w + v) 
dn(r)dn(5) = dn(r + ä) + ^''sn (r)sn(5)en(r + s) 

dn(w)dn(i;)dn(r)dn(5) = Ån^{u + ^) + &*sn(w) sn(i;)sn(r)sn(5)en^(M + v) 

+ A^jsn (w) sn {y) + sn (r) sn (s)} en {u + i;) dn {u + <;). 

Aus diesen beiden Gleiehiuifj^cn folgt: 

k^Qii (w) en (tr) en (r) en (5) — dn (w) dn (1;) dn (r) dn (5) 

= [k^QXi^iu + v) — dn^(w + v)\[i — Ä*^8n(w)sn(i;)sn(r)sn(5)} 

und da 

Vq\\''{u + v) — . Åu^^iu + y) ^ — Wk' 

ist, so folgt die CAYLEY^sche Relation: 

— Ä;'''A'*^sn(w)sn(t;)sn(r)sn(s) + Ä*'' en (w) en (t;) en (r) en (5) 

— dn [u) dn (t;) dn (r) dn {s) + A;'Ä' .= 0. («+r+r+i-o) 

Andererseits springt es uninittclbar in die Augen, dass diese Relation als 
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specieller Fall aus dem bekänn ten Fundamental-Theorem fftr das Product 
von vier Thetafunctioncn sich ergiebt(^): 

2.»^{iv-)»,{x!)»,{y')H,{z') 



wo 



te' = L (tv -\- X -\- y + z) 

m 

^ = j("' + x — y — z) 

y' = 2 ("' — ^^-y — ^) 

ist, wenn man w' — - (i«; + ^ + ?/ + -2^) = o setzt. iind die Verhältnisse der 
Thetafunctionen durch die elliptischen Functionen ersotzt: 

^'=vI.s„W. *^ = y/|c„(„), •i^' = -^dnC«). 

Verbindet man mit der voriofen Thetaformel die zweite: 

2{^{w')H{x')H{y')H{z!) 
= M^^)»Å^)»Åy)f^Å'^) + Hn')»{x)^y)^z)-/f,{w)ff,{x)l^,{y)fi,{z) 

- A,{w)»,{x),9,{y)»,{z) 

so ergiebt der Qnotient eine Formel fftr die elliptischen Functionen, welche 
fftr vier unbeschränkto Argumente ?/, 1;, r, 5 Gftttigkeit hat und also lautxit: 

* sn ( ) sn ( j 8n ( ) sn ( ) 

dn(«)dn(v)dn(r)dn(«) — fe'cn(M)cn(y)cn(r)cn(Ä) + Pk'k' .Hn{n)Rn(v)Br\(r)9n{s) — fcT 

dn(tt)dn(i;)dn(r)dn(«) — k* ci\{u)cr\{ij)cu(r)cu{si) — A;''/pT.8n(w)8ii(r)sn(r)sn(«) + k' k' 

u. s. w. 



(*) C. G. J. Jacobi, Gesammclte Werke I, p. 507. 
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2 

Bei (liescr (lelogenheit gcstatten Sie mir, Ihre Anfmerksnnikeit noch 
auf cinon andorn Punkt der Thooric der elliptisehen Functionen zu lenkon. 

Ein eigenthnmliclies Interosse bieten niVnilieh ihrer einfachen fiestalt 
we^jen dio irrationalen Formen der Modularijleiehnniren fQr die Träns- 
formation der Ordnungen (3.2" — 1) der ellipti.^chen Fnnetionen, die sioh 
gegenwllrtig so gestalten: 



ji _ 



Transf. der 5"" Ordn.: xX + x,X, + 2\-^;ä^^ = i [VTJ) 

Transf. der ii''" Ordn.: ^^^J + xV7+ 2;;:^^^/^ -- i 

Transf. der 23'°" Ordn.: \7a + v^+ v2\4^"/^|/,' ^ ^ 

(letztere von Ad. Ilnnvrrz angegeben in F. Klkin, Sitzungsberichte-der 
Mrinchener Ärad. der Wiss. 6 Dec. 1879 und ans der von mir in 
Ci<ellk's Journal Bd. 58, S. 378 angegebenon complic.irteron Form leioht 
abzuloit(m), welche eine gewisse Analogie darbieten mit den lilngst be- 
kannten Modularf]fleicliun^en fiir die 

Transf. der 3"*^° Ordn.: yi^ + ^;;^= t 

Transf. der f'"" Ordn.: \7l + vV7= ^' 

Es liegt nahe, nac.h diesen Formen ein allgomeineros zu Grunde li(»gendes 
Oesetz zu vermutlien, allein ein solches scheint doch hier niebt stattzufin- 
den, sondern nur in diesen wenigen ersten Ffilb^n gestalten sicb die 
Modulargleicliungen so ausserordentlieb einfaeb; die von Oauss(^) her- 
ruhrende Form der Modulargleichnng fQr die Transf.- der 5*^" Ordn. 
scheint Jacoiu nielit gekannt zu haben. (^) 

Breslau, 21 Jiuii 1884. 



(*) C. V. Gai:ss, Workc Bd. TTT. S. 475. Vrgl. aiich W. Goertno: Uniersnrhungen 
iiher dio. Tlieilwert.he der Ja ^(f nr' sr hen Theiafunrliouen vhd die hn GArss^schen 
Narhiasfie inUiiefhelllen- Beziehinujen derselheii, Matheinatischo Annalcn, Bd. 
VIT, S. 340. 

C) Vrgl. die Beinerkniifi: jACours 1111 37^**" Bd. dos Crelle*sc1kmi Journals S. 249. 
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§ 1. Introductton. 

Considérons une équation linéaire quelconque d'ordre pi 

(i) ^ "*" S^*^^'^^d?^°' -(^^ <l>{^,y)='0 

ou les ^ sont des fonctions rationnelles et oii la relation (2) est algé- 
brique. Soit maintenant une équation auxiliaire: 

(3) 5^ = o{^, y)w 

OU d{Xj y) est une fonction rationnelle telle que tom les points sinffuJiers 
de r équation (i) appartiennent ä V équation (3). Soit a un point singulier 
appartenant ä la fois aux deux équations; cé point singulier regardé 
comme appartenant ä (i) nous conduira ä une équation déterminante E 
de degré p\ regardé comme appartenant ä (3), il nous conduira a une 
équation déterminante E' du second degré. Soit d la dififérence des deux 
racines de E\ Je suppose que 6' ait été choisi de telle sorte que d soit 
nul ou bien que d étant une partie aliquote de Vunité toutes les racines de 
Véquation E' soient des multiples de å. Dans le cas ou dans le voisinage 
du point a Us intégrales de Véquaiion (1) seraient irréguUéres, d devrait étre 
supposé nul. Il faut enfin que méme pour les points singuliers de (3) 

Aeta mathematiea. 6. Imprlnié 22 Juillet 18&1. 27 
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qui n'appartiennent pas ä Péquation (i), d soit nul ou soifr une partie 
aliquote de Tunité et que les intégrales de Téquation (i) soient partout 
réguliéres. 

Ces conditions ne suffisent pas pour déterminer d. Supposons méme 
que l'on choisisse arbitrairement les points singuliers de (3) qui n'appartien- 
nent pas ä (i) et les équations déterniinantes relatives a tous les points 
singuliers de (3) en satisfaisant toutefois eux diverses conditions que nous 
venons d'énoncer. Quand ce choix sera fait, d ne sera pas encore entiére- 
ment déterminé, et il y restera un certain nonibre de paramétres arbi- 
traires. Dans divers mémoires, antérieurement insérés aux A c ta mathe- 
matica, j'ai démontré qu'on pouvait disposer de ces paramétres: 

i"" d'une maniére et d'une seule, de telle fa9on que re et y soient 
fonctions fuchsiennes de z n'existant qu'ä Tintérieur d'un cercle; 

2** d'une infinité de maniéres, de tclle fa9on que x eX y soient fonc- 
tions kleinéennes de z n^existant pas dans tout le plan. 

3° d'une maniére et d'une seule de telle fa9on que re et y soient 
fonctions fuchsiennes et kleinéennes de z existant dans tout le plan. 

Dans tous ces cas les intégrales de lequation (i) sont des fonctions 
uniformes å^ z. 

Nous supposerons pour fixer les idées que Téquation (3) ait été 
choisie de telle sorte que re et y soient fonctions fuchsiennes de z n^exiötant 
qu'a rintérieur du cercle fondamental dont le centre est o et le rayon 
I (i*", 2°'* et 6°** familles). Alors les intégrales de lequation (i) pour- 
ront se mettre sous la forme du quotient de deux series ordonnées suivant 
les puissances de z et convergentes tant que z reste intérieur au cercle 
fondamc^ntal ; elle sont dont toujours convergentes puisqvie la variable J. 
ne peut janiais sortir de ce cercle. 

Envisageons un, cas particulier remarquable, celui ou d est nul pour 
tous les points singuliers de Téquation (3) et ou par conséquent x et y 
sont des fonctions fuchsiennes de la i'^ famillctr Dans ce cas, les inté^ 
grales.de réquation (i) de méme que a; et y, sont des fonctions holo- 
morphes de ;ef a Vintérieur du cetcl^ fondamental. Toutes oes fonctiotig 
peuvept 8e développer en series ordonnées suivant les puissances croissantes 
de z el toi^otMTS, convergentes puisque le cercle de convergence est le cercle 
fondamental et que la variable ne sort jamaiB de ce cercle. Quant aux. 
coSfficients de ces series, on les calcule aisément par fécurrence et par 
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la méthode des coéfficients indéterminés, des que Ton contiait les coSfficients 
des équations (i), (2) et (3). 

Ainsi on peut trouver des développements des intégrales qui sont 
toujours valables et a ce point de vue, il est, des ä present, pennis de 
dire que nous savons iutégrer toutes les équations linéaires a coéfficients 
algébriques. 

Mals les développements ainsi obtenus ne sont pas satisfaisants pour 
Tesprit, parce que les différents termes ne se déduisent pas les uns des 
autres par une loi simple. Il faut donc chercher a cxprimer les inté- 
grales par des series dont tous les termes soient donnés par une formule 
générale simple, comme Tétaient par exemple les termes des series théta- 
fuchsiennes. Tel est Tobjet du present mémoire. Les series que je vais 
chercher a obtenir seront moins propres peut-étre au calcul numérique 
que les développements suivant les puissances de z^ mais elles seront plus 
instructives et nous permettront de pénétrer plus profondément dans Tétude 
intime des fonctions qu'elles représentent. 

Toutefois dans ce qui va suivre, je serai obligé de supposer que * 
Téquation (i) a toutes ses intégrales régvliéres pour employer Texpression 
de MM. FucHS, Thomae et Frobenius. Dans le cas ou il y aurait des 
intégrales irréguliéres, rien de ce que je vais dire ne serait plus applicable 
et je ne sais, au sujet de ccs équations irréguliéres, rien de plus que ce 
que j'ai démontré dans les quatre mémoires antérieurs. J'avais, il est vrai, 
dans les Mathematische Annalen, énoncé un resultat particulier sur 
ces équations irréguliéres, mais ce resultat est inexact; j'avais été trompé 
par une fausse interpretation d'un théorémc de M. Klein dont je ne 
connaissais pas la demonstration. 



§ 2. Cla88ificatian des équations linéaires. 

Soient 

00 ^+5:^i(^'y)^=° 
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deux équations linéaires d'ordre p ä coéfficients rationnels en x et if. Je 
dirai que ces deux équations appartiennent ä la méme famUle si Tinté* 
grale générale de la seconde peut se mettre sous la forme: 

V étant rintégrale générale de Téquation (i), les F étant des fonctions 
rationnelles de x et de y, et A une fonction quelconque de x et de y. 
Ellés appartiendront ä la méme espece si la fonction A est égale ä i . 

Si les deux équations (i) et (i') sont de la méme espece, elles auront 
méme groupCy c'est ä dire que lorsque le point [Xj y) décrira un contour 
quelconque sur la surface de Riemann (2), les intégrales de Téquatioii 
(1') subiront précisément la méme substitution linéaire que les intégrales 
de Téquation (i). Si les deux équations sont seulement de la méme 
famille, elles n'ont plus méme groupe, mais quand le point (re, y) décrit 
un contour quelconque, on obtient les valeurs fi^nales des intégrales de 
(i') en appliquant aux valeurs initiales la substitution qu'ont subie les 
.intégrales de (i) et en multipliant ensuite tous les resultats ainsi obtenus 
par un méme facteur. Ainsi les rapports des intégrales de (i') ont subi 
précisément la méme transformation que les rapports des intégrales de (i). 
Soit: 

u' satisfera ä une équation å coéfficients rationnels en x et y: 






= O. 



On aura alors, en faisant u = Au' dans (T) et divisant par A: 

Les deux équations (i") et (i'") étant irréductibles, doivent étre iden- 
tiques d'ou: 

Af *' f 

A^ _ <p t-i — <p k-\ 
A }) 
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Il suit de la que la dérivée logarithmique de A est rationnelle en 
^ et y. Donc A est une de ces^ fonotions étudiées par M. Appell et 
analogues aux fonotions doublement périodjques de 2*® éspéce.. De plus, 
quand sur la surfaee de Riemann (2), le point analytique {Xy y)-déorit 
un oycle ou bieii un oontour fermé autour d'un point singulier, la fono- 
tion A est simplement multipliée par un facteur constant. 

Etudions maintenant oe qui se passé dans le voisinage d'un point 
qi^eloonque, et pour cela rappelons les différents oas qui pcuvent se 
presenter, d'apres les travaux.de M. Fuchs: 

I**. ; Il peut arriver que le point singulier x = a que Fon étudié 
smt irréguHefy C'est a dire que parmi les intégrales il y en ait au moins 
une qui soit irréguliére et par oonsequent développable én serie de lä 
forme sui vante: 

(x — ayTA^{x — ä)' 

OU dans la serie Texposant n peut prendre toutes les valeurs entiéres 
positives et negatives. 

Il est aisé de voir que si le point x = a est un point irréguliet 
pour Téquation (i), il sera aussi un point irrégulier pour toutes les équa- 
tions de la méme espéee. Quant aux équations de la méme famille elles 
auront toutes aussi un point irrégulier au point a (sauf le oas particulier 
ou on pourrait rendre les intégrales de Téquation (i) réguliéres en les 
multipliant par une méme fonotion /a). 

Nous supposerons d'ailleurs dans tout oe qui va suivre" qu'auoune 
des équations que nous considérerons ne présente de point irrégulier. 
Ainsi tous les points singuliers de (i) et de (i') seront supposés re^Kers. 

2°. Il peut arriver ensuite que le point singulier x = a soit logarUlh 
miquCy o'est a dire que parmi les intégrales de Téquation (i) il y en ait 
au moins une de la forme: ^ 

[x — aY[f> + ip log {x — a)] 

f> et ^ étant holomorphes. Si le point x = a est un point logarithmique 
pour Téquation (i), il sera aussi un point logarithmique pour toutes les 
équations de la méme famille. 
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3^ Il peut arriver eiifin que le point a? = a goit un point singulier 
ordinaire ou un point non singulier. Pans ce cas^ il y a jp intégrales de 
la forme suivapte: % 

(re — a)Vi> (^ — öt)Va? •••? (^ — ^)Vp 

les jr étant holoraorphes. Les quantités Ai , Aj , . . . , Xp sont les racineé 
d'urie équation facile a fSrmer et qu'on^ appelle équation déterminante. 
En general, lorsque cette équation a une ralcine double ou deux racines 
ne différant que d*un nombre entier, on a affaire ä un poirit singulier 
logarithmique ; ^ il peut arriver cependant, si certaines oonditions sont 
remplieSy que le point singulier soit ordinaire, quoique la différence de 
deux racines de Téq nation déterminante soit un entier. 

Il peut se faire, alors: 

i^ ou bien que Téquation aux différences des racines de Téquation 
déterminante n'ait pas toutes ses racines entiéres, auquel cas le point * 
re = a est un point singulier proprement dit. 

2^ ou bien que les p racines de Téquation déterminante soient de 
la forme: 

Ä; + Äi , Ä; + Ä, , . . . , A + Ap 

k étant une quantité non entiére et h^^ h^y . . . ^ h^ étant des entiers. 
Alors re = a (s'il h'est pas logarithmique, ce que je suppose) est un point 
ä apparence singtdiére (ef. Sur les groupes des équations linéaires, A et a 
mathematica, T. 4, page 217). 

3** ou bien que les p racines soient entiéres. Alors pour x = a 
toutes les intégrales sont holomorphes ou méromorphes; ce point est un 
point singulier polaire (s'il n'est pas logarithmique, ce que je suppose 
toujöurs). 

4** enfin si les p racines en question sont précisément 

o, I, 2, ..., (p— i) 

on a affaire ä un point nan singulier. 

Que se passera-t-il dans le voisinage d'un point non logarithmique 
si Ton passé de T^uation (i) ä une équation de la méme &mille ou de 
la méme espéce? 
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Soit a; = a un point non logarithmique; considérons trois équatioiis 
linéaires (i), (i') ét (i"), la seconde de la méme espece que (i), la 
tröisiéme de la méme famille que (i). Söient (3), (3') et (3") les équa- 
tions déterminantes relativés a oes trois équatibns différentielles et au 
point X = a. Soient 

^1 > ^9 • • • > 0^ 
les racines de (3). Celles de (3') seront: 

«! + Äj , ttj + Äj , . . . , Op + ''i» 

« 
et celles de (3") seront: 

/? + «! + *i , /5 + Oj + Al, . . • , /5 + Op + Ap 

y9 étant quélconque et les h étant des entiers positifs ou négaitifs. 

D'ou les conséquences siii vantes: Si le point x = a est un point 
singulier proprement dit pour Téquation^ (i), il en sera un aussi pour les 
équations (i') et (i"). Si ce point est un pöint non-singulier pour Téqua- 
tion (i), il sera non singulier ou polaire pour (i') et il sera non singulier, 
polaire ou ä apparence singuliére pour (1"). 

Donc deux équations de la méme fämille ont les mémes points 
singuliers proprement dits (logarithmiques ou non logarithmiques). Mais 
les points a apparence singuliére (et en particulier les points polaires) 
peuvent étre dififérents. 

Supposons maintenant que les déux équations (i) et (i')* soient 
dépourvues de second terine, c'est a dire que: 

f^.i = f^;.i =- o. 
Dans ce cas la somme des racines de Téquation déterminante est égale a: 

i>(|) — I) 



Supposons que ces racines soient toutes entiéres sans étre précisément 
égales ä 

o, I, 2, ..., (2?— i) 
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c'est ä dire qne nous ayons affaire ä un point singulier polaire. La 
somme des racines dolt étre égale a la somme des p — i premiers 
nombres. D'ailleur8 deux racines ne peuvent étre égales, car il est aisé 
de constater que Téquation déterminante relative ä un point singulier non 
logarithmique ne peut avoir deux racines égales. Donc une au moins 
des racines devra étre negative; donc le point x = a est un pöle pour 
une des intégrales de Téquation (i), ce qui justifie le nom de point polaire 
donné a cette sorte de point singulier. 

Envisageons d'abord des équations du 2^ ordre. La somme des 
racines de Téquation déterminante est égale a i ; leur différence est égale 
a I pour les points non-singuliers, a un nombre entier plus grand que i 
pour les points ä apparence singuliére, a un nombre non entier pour les 
points singuliers non logarithmiques^ a o, a i ou a un entier pour les 
points logarithmiques. 

Nous ferons les conventions sui vantes: Si pour un point a apparence 
singuliére, cette mémie différence est égale ä n -f* i » ^^^s dirons que nous 
avons affaire a un point a apparence singuliére du n^ ordre^ ou encore a 
n points a apparence singuliére cohfondus. Si pour un poinl; singulier 
logarithmique oU non cette méme différence, dont nous pouvons toujours 
supposer la partie reelle positive, est égale a » + A, A étant un nombre 
dont la partie reelle X^ satisfait aux inégalités 

o < Aj < I 

nous dirons que nous avons affaire ä un point singulier et a ^ points a 
apparence singuliére confondus. 

Grace k ces conventions, Ténoncé du théoréme qui va suivre est un 
peu simplifié. Je dis que si Téquation (i) a un nombre pair de points 
ä apparence singuliére, il en sera de méme de Téquation (i') et inverse^ 
ment. En effet, soit: 

(O lZi + ^^' = o 



dx' 



Téquation (i), posons: 



u 



= -' {".' + ^. s) • 
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Soient yl^, yl, et M des fonctions telles que: 
d'ou 

Il résulte de la que le passage d'line équation du 2^ ordre ä une , 
autre de méme famille peut toujours ' étre obtenu par la serie d^opérations 
sui vantes: 

I^ Multiplier la fonction inconnue par un facteur convenable. ' 

2°. La différentier. 

3**. La multiplier de nouveau par un facteur convenable. 

La premiére et la derniére de ces trois operations ne modifient pas 
la différence des racines de Téquation déterminante. La secbnde operation 
seule peut alt^rer cette différence. Voici comment: je suppose d'abord 
que. Ton ait pour la fonction inconnue v le développement sui vant: 

v=-X[Ä + Bx + Cx^ + Dx^ + ...) + fi{Rx + Cx^ + D'x^ + . . .) 

A et /£ étant des constantes d'intégration ; ce développement montre de 
plus que les racines de Téquation déterminante sont o et.i. Si Ton a: 

B _ C _ , 
B' ~ C~' 

il viéndra pour k développement de -7- : • 

g = X{iDx' + . . .) 4- (;i + AÄ)(F + 2Cx + ^Jy^' + . . .) 

ce qui montre que les racines de 1 équation déterminante sont devenues 
o et 2 . Ainsi la différentiation peut faire apparaltre de nouveaux points , 
a apparence singuliére, mais elle en peut aussi faire disparaitre. Soit 
en effet 

v = X{Ä + Bx + Cx"" + . . .)'+ /i{Cx^ + lyx' + ...). 

Ada maihtmaiiea. 5. Impriin^ 2G JuUlet 1884. 28 
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le développement de v. On voit qiie Féquation déterminante a pour 
racines o et 2. Si Ton différentie, il vient: 

^^ X{B+ 2Cx + ...) + /i{2C'x + iD'x^ + ...) 

ou Ton voit que los racines sont devenues o et i . En general, toutes 
les fois que Tune des racines de Téquation déterminante sera nulle, sans 
que Tautre soit égale ä i , la différeiitiation fera augmenter ou diminuer 
d'une unité la différence de ces racines, et elle ne pourra la faire varier 
si Tune des racines n'est pas nuUe. 
Soit: 

/ v d*v . dv . 

(4) d^ + J^idi + J^o^'^^ 

Téquation ä laquelle satisfait v; sa dérivée 



dv 
dx 



satisfera a 



(5) S+(^.-SS+(^--'^+^')" = °- 

Il 8'est introduit par la différentiation de tiouveaux points a apparence 
singuliére, définis par Véquation: 

j^^ « O. 

SupposOM, ce qui est toujours possible, que Vinfini soit un point 
singulier ordinaire, d'ou il résulte que p^ doit étre une fonctipn ration- 
nelle de degré — 2 . La fonction ^^ aura 2d + s infinis, parmi lesquels 
d infinis doubles et s infinis simples. Elle aura k zéros de sorte que: 

k ^ 2d + s — 2 
ou 

k = s (mod 2). 

A chaque infini simple de ^^ correspond une équation déterminante dont 
une des racines est nuUe; par conséquent, par la différentiation la différence 
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de CCS raciiics diininuera ou augineiitera d*une unité. D'aprés les conven- 
tions faites plus haut, il disparaitra ou il s^introduira un poiiil a apparence 
singuliére. Ainsi par le fait des s infinis simples de f?^, il s'introduira 
(7 pareils points ou: . 

(T = s (mQd2). 

Par le fait des k zéros de jr^ , il s'introduira k points ä apparence singuliére, 
de sorte qu'il s'en est introduit en tout: 

k -{- a=o (mod 2). 

Donc la parité du nombre des points a apparence singuliére n'a pas varié. 



S 3. JRéduction des équations Unéaires. 

Panni les équations d'une méme famille, il en est une que Ton peut 
rcgarder comme plus simple que toutes les autres. On peut se proposer, 
étant donnée une équation linéaire, de trouver la transformation qui la 
réduira a Téquation la plus simple de sa famille. 

Afin d'éviter des complications inutiles et qui ne touchent pas au 
fond des choses, je^^raiterai un cas particulier. 

Je supposerai que Téquation a réduire est du 2^ ordrc et que ses 
coöfficients sont rationnels en a;, et j*écrirai cettc operation sous la forme: 

(O rf^« + fo^ = O. 

Soicnt aj, a^, ..., a^ les points singuliers, ftj-, Äj, ..., ä^ les^ points 
ä apparence singuliére ; je supposerai que les racines des équations dé- 

terminantQS relatives ä ceux-ci soient et -. Réunissons dans une 

2 2 

niéme classe toutes les équations de la forme (i) oii les points singuliers 

öj , a, , . . . , a^. , 00 sont les mémes avec les mémes équations déterminantes, 

et ou la parité du nombre h de points apparents est la méme. * Ohaque 

classe contiendra une infinité de familles. Il y aura un certain nombre 

de fonctions des coöfficients des équations d'une méme classe qui auront 
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la méme valeur pour celles de ces équations qui appartieniient a une 
inéme famillc. Ce sont des invariants qui définissent la famille et différcnts 
de ceux qui définissent la classe. Combien y a-t-il de pareils invariants? 
En d'autres termcs, combien faut-il de coriditions pour que deux équations, 
qui sont déja supposées appartenir ä une méme classe, appartiennent aussi 
a une méme famille? 

Soit d une fonction rationnelle. quelconque de x. Posons: 



-f. + <l>-e^- '' 



dx' 



La fonction 



»-i('"'+-S) 



satisfera a l'équation 



(^) d^ - 4- 2-4, +4^ - T + '^ ~ ^'1 = °- 

' t 

Le coöfficient de Uy qué noiis appollerons pour abréger, admet comme 
infinis doubles: 

1°. Les infinis de tp^ qui sont en general des infinis de ^. 

2^ Les zéros de ^. 

Le rapport des intégrales de (i) subit certaines substitutions linéaires 
formant un groupe G lorsqué la variable x décrit certains contours dans 
son plan. Si les équatioiis (i) et (2) appartiennent h, la méme famille, 
le rapport des intégrales de (2) subira les niémes substitutions linéaires 
formant le méme groupe Cr, et réciprocjuement, si ces deux rapports 
subissent les mémes substitutions, les deux équations appartiennent a la 
méme famille. 

Il résulte de lä que le nombre cherché des invariants est au plus 
egal au nombre des paramétres arbitraires du groupe O. Or ce groupe 
est dérivé de k substitutions, ce qui fait 3Ä; paramétres, puisque chaque 
substitution dépend de 3 paramétres. Mais les équations (i) et (2) sont 
assujjetties ä appartenir a une classe déterminée; on connait les multiplica- 
teurs de ces k substitutions correspondant a des contours infiniment petits 
décrits autour de chaque point singulier et celui de la substitution qui 
correspond ä un contour infiniment grand. Il reste 2k — i paramétres. 
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Mais si Tori remarque que deux groupes G et a~^Ga^ oii a est unc 
substitution linéaire quelconque, ne doivent pas étre regardés comme 
distincts, on verra qu'il n'y a en réalité que ik — 4 paramétres arbitraires. 

Ainsi le nonibrc des invariants ne peut dépasser 2k — 4. Il sera 
précisément egal ä ce noinbre, si Ton peut ti*ouver dans chaque classe 
une équation admettant un groupe donné, sans que les coöfficients de ce 
groupe soient assujettis a aucune relation d^égalité. Couime nous dé- 
inontrerons plus loin cé théorcine, nous admettrons que le nombre des 
invariants est ik — 4 en nous dispensant de faire le calcul direct qui 
ne présente d^ailleurs pas de difficulté^ 

L'équation réduite, c'est a dire la plus simple des équations d*urie 
famille donnée, dépendra donc encore de 2Ä; — 4 paramétres. Quel est 
donc le minimum des points a apparence singulicre que Ton peut lui 
. attribuer? Supposons que Téquation (2) soit réduit<3. EUe admettra k 
points singuliers et ä' points apparents; la fonction qui est de degré 
— 2 a donc k + '*' infinis doubles et dépend par conséquent de 
3^ + 3Ä' — I coöfticients. Mais il y a entré eux '2k + 2Ä' + i rela- 
tions qui expriraent que Téquation appartient a la classe considérée et 
que les h' points en question sont bien des points ä apparence singuliére. 
Il reste donc k -{- h' — 2 paramétres. Or ce nombre doit étre au moins 
egal ä 2k — 4. On doit donc avoir: 

h' >k— 2. 

Mais on a de plus ä = ä' (mod 2); le nombre minimum des points apparents 
est donc k — 2 si Ä et Ä sont de mcme parité et A; — i si A et h 
sont de parité différente. Dans le premier cas, il ny a dans la famille 
qu un nombre fini d^équations n'ayant que k — 2 points apparents et on 
peut prendre Tune d*elles comme équation réduite. Dans le second au 
contraire il y a une infinité d^éqiiations de la méine famille n^ayant que 
k — I points apparents. 

On peut encore prendre Tune d'elles pour équation réduite, mais 
cela ne suffit pas pour la déterminer. Nous achéverons de la définir en 
lui imposant cette condition que Tun des points apparents devra avoir 
une valeur déterminée par exeraple o. 

Voici maintenant comment on peut arriver a réduire iNéquation 
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linéaire (i). Nous supposerons d*abord que k et h sont de méine parité. 
Soient alors 

les points singuliers, 

Oj , Oj , . . . , Of^ 

les points a apparence singuliére. 
La fonction p^ pourra s'écrire: 

V ^i I V ^^ 4. V ^' 4- V ^' 



On aura d^ailleurs: 



3 



(3) <^'*=+7' D',+E, = o 

4 

en supposant pour tixcr les idées que tous les pointii apparents soient 
-distincts entré eux et distincts des points singuliers. Dans ces équations 
Ei représente le resultat de la substitution de &< a la place de x dans 
la fonction 

Ci Di 



Posons maintenant: 



{x — biY X — bi' 



r ^ «(«g -— b^)(x — 6J ... (x — bh){x — d^)(;x — d^) ... (a? — dt-2) 
9 (* - a,)\x - a^y ... (o; - a,)\« - c^Yix - cj« , . . {x - c^Y 

oii a, les d et les c sont ju8qu'ä nouvel ordre indéterminés et 011 
2m = 7i — År; il est clair que m ne peut étre négatif, car si h étuit plus 
petit que k la réduction serait tenninée. 

Nous allons disposer des indéterininées de telle fa9on que la fonction 

qui est rationnelle de degré — 2 puisse se mettre sous la forme: 

nu ^ 

dx 

étant rationnel et de degré — i • * 
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Soient en general Åu A2, ..., ^p les infinis de 0y /£,, /Uy •••> /^p 
les résidus: 



O 






Soit (?< et 0[ le resultat de la substitution de A^ dans les fonctions 

d--!^ et ^+ /'* 



il viendra: 






Si Ton a 



Mi . ^ Ni 






on devra donc avoir 



Jlf, = /£? + /£, 



ce qui détermine les /i^ et par conséquent " la fonction <?. On peut donc 
choisir arbitrairernent les Jlf, et les Åi mais non les N^y d'ou il résulte 
que pour qu'une fonction rationnelle de degré — 2 ayant p infinis doubles 

puisse se mettre sous la forme 0^ — ^, il faut p — i conditions; la 2^* 

condition. qui acheverait de définir les p quantités -AT,, c est que leur 
somme doit étre nuUe. 

Dans le cas particulier qui nous occupe, il y a m + * + ^" infinis 
doubles; il nous faut donc satisfaire a 

« 

conditions et pour cela nous ne disposons que de m + k — i arbitraires. 
Il faut donc voir si h de nos conditions sont remplies d'elles-mömes. Pour 
cela supposons qu'on retranchc de B les deux termcs qui deviennent in- 
finis pour X = Xi et que Ton appelle Bi le resultat de la substitution de 
Åi dans les tennes restan ts, il est aisé de vérifier que Ton a: 

(4) Iii = 0l + {2/M—^)0[. 



224 H. Poincard. 

Parmi les infinis de i?, considérons les points ,ii, ftj, .,., bf^ par 
exemple le point b^. Soit donc &^ = A^; il viendra: 

M, = -C,= +^, • /,J + ^,. = 1. 

Parmi les valeurs qui satisfont a cette condition nous chdsirons 

I 

de sorte que Téquation (4) devient 

(4') B, = 01. 

On a d'autre part: 

de sorte que la condition (4') se réduit ä 

(4") B, = Dl 

Mais pour rr = é, = A,, la: fonction ^ sannule de sorte qu*il reste 
siinplement # 

R^ = . — Ef 

et 

Ei + ^ = o 

de sorte que la condition (4") se réduit a Tune des équations (3) et est 
satisfaite d^elle-méme. 

On pourra donc disposer des m + ft — i paramétres arbitraires pour ' 
satisfaire aux m + k — i^ conditions restan tes. On envisagera ensuite la 
fonction : 

qui satisfera a Téquation (2). Cette équation n'admettra plus les points 
a apparence singuliére ftj, 63, . ., ft^^; car pour le point 6<, par exemple, 
supposons que Ton envisage le développement de u suivant les puissances 
croissantes de x — ft,.- Le développement de v commencera (pour Tintégrale 
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générale) par un terme de degré ; celui de -y- par un terme de 

degré — - ; celui de par un terme de degré — i et de coöfficient 
/£, = -. Le développement de ^^ + j" devrait done commencer par un 
ferme de degré — - ; niais les deux premiers termes se détruisent et il 
reste un terme de degré H — . P'un autre coté le développement de 

-= commence par un terme de degré et par conséquent celui de u 

par un terme de degré o. Le point apparent &< a donc disparu. En 
revanche les points rf^, d^, ..., di,_2 sont devenus des points a apparence 
singuliére. L'équation (2) n'a donc que k — 2 points ä apparence sin- 
guliére; elle est donc réduite. 

Voici maintenant une méthode plus simple pour déterminer la fonc- 
tion 0. On pose: 

0= y^L- + y—-L—- + y-^. 

Dans cette expression entrent 2m + Ä: = h indéterminées, a savoir: les 
Ä résidus P<, les m résidus Q^ et les m infinis r,. .On les déterminera 
par les li conditions: 

(5) e, = -D,. 

On peut ramener ces équations a étre linéaires de la fa9on suivante: 
•Soit n le produit des k + h facteurs x — a, et x — b^. Posons 

n--Il- n'-^ 

X — bi ax 

Soient TTi et ;rj ce que deviennent /7< et n\ quand on y fait x = h^. 
Posons : 

fl 



e = 



IIK 



H et K étant des polynömes de degré m + h + k — i et m. en x 
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Soient //<, K^^ II[ et K[ ce que deviennent ces deux polynomes et leurs 
dérivées quand on y fait x = b^. Nous aurons les relations: 

exprimant que le résidu relatif a Tinfini x = b^, est egal a ~. D^aut^e 
part les relations (5) deviennent: 

2H\ — A>, — K,t:\ + 2/),Jr,Ä' = o. 

Toutes ces relations sont linéaires par rapport aux coöfficients des 
polynomes H et K et suffisent pour les déterminer. D'ou cette conclusion 
import^inte qu*il n'y a en general quune seule équation réduite dansune 
famille. 

Supposons maintenant que h et k ne soient pas de mémé parité. 

Nous poserons: 

_ fjjx — h^){x ~b ^ ) ... (x — bh ) x(x — d^)(x — d^) . . » (x — dt-^) 

V' - (^ _ aj«(a- - a,)« . . . (ir - a,y{x - cj(x - r,)« . ;. (x - r«)' 

oii 2m == h — k. Nous disposerons des m -{- k — i indéterminées a, d 
et c de fa<;on que la fonction 

i? = - jr, + 5^ 

puisse se mettre sous la forme: 

<?» — — . 

dx ' 

On verrait, comme dans le cas précédent, que cela est toujours 
possible et, en faisant ä Taide des fonctions ^ et (? la méme transforma- 
tion que plus haut, bn arriverait ä une équation (2) qui n'aurait plus 
d'autres points a apparence singuliére que 

o, (il, a^j . . . j ^i-2 

et qui serait par conséquent réduite. 

On peut employer la méme analyse pour arriver a la» réduetion 
d'une équation linéaire: 

i^ Lorsque celle-ei est d'ordre supérieur au second. 
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2^ Lorsque ses coéfficients sont algébriques au lieu d*étre rationnels. 

Puisqu^il n'y a dana une méine famille qu un nombre fini de réduites, 
les coöfficients numériques de 1 equation réduite (Jéfinissent la famille. Ce 
sont lä les invariants dont il a été question plus haut. 



§ 4. Fonction8 »étafuchsiennes. 

Soit g un groupe fuchsien quelconque que nous supposerons de la 
i*'% de la 2® ou de la 6* familles. Soient: 

y 7 ' 7 

p fonctions de z^ n'exi&tent qu'a Tintérieur du cercle fondamental. Sup- 
posons que lorsque la variable z subit une substitution du groupe g^ la 
fonction Z^ se change en 

c'est a dire en une combinaison linéaire des p fonctions Z. 
Les substitutions 

formeront évidemnient un groupe G isomorphe ä ^r et que nous appellerons 
zétafuchsien. Supposons maintenant que ces fonctions Z soient uniformes 
et n'aient a Tintérieur du cercle fondamental d'autre singularité que 
des poles. 

Lorsque le^ groupe g est de la 2® ou de la 6® familles son polygone 
générateur B,^ aura un ou plusieurs sommets sur la circonférence du 
cercle fondamental. Soit a Tun de ces sommets. Je supposerai que les 
fonctions Z n ont dans le voisinage du point z = a que des singularités 
logarithmiques analogues ä celles que présentent dans le voisinage de ce 
méme point les fonctions fuchsiennes epgendrées par le groupe ^r. Entrons 
dans quelques détails a ce sujet: les fonctions fuchsiennes engendrées par 

le groupe g sont holomorphes en e^ o\\ t = _ et ou ^ est un coöfficient 



z — a 
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convcnableinent choisi. (Cf. Mémoire sur les fondions fuchsiennes, A c ta 
mathematico, T. i, p. 215.) Dans le voislnage de ce méme point 
singulier, les fonctioiis Z scront de la fonne: 

F,e'^'(l>, + F^'^0^ + . . . + F,e'9'(l>, 

ou 01, (^2 1 • • • > ^q ^o"t holomorphcs en ef, oii les X sont des constantes et 
oii Pi, F^y ..., F^ sont des polynomes entiers en t de degres ni, n,, ..., «^. 
On a d'ailleurs 

n^ + fh + . .. + n^ = p — q. 

Lorsque toutes ces conditions sont reinplies, on dit que les fonctions Z 
sont zétafuchsiennes. 

Reprenons ' les cquations (i) et (2) da paragraphe i et Téquation 
auxiliaire (3) de ce méme paragraphe. Supposons que Ton ait choisi cettc 
dernicre équation de fa9on que x et y soient des fonctions fuchsiennes 
f{z) et f^{z) du rapport 2 des intégrales. Supposons de plus que les 
intégrales de Téquation (i) soient partout régulicres. Si nows substituons 
a la place de x et de y, f{z) et f^{js)j les intégrales de cette équation 
deviendront des fonctions zétafuchsiennes de z. 

Cela justifie la dénomination que j'ai adoptée. On sait en effet qu'on 
ne pcut pas obtenir toutes les intégrales elliptiqucs par le procédé de 
rinvcrsion, qui ne donne que les intégrales de i^^^ espécc. Pour calculer 
les intégrales de 2*^® espéce, on y substitue a la place de x une fonction 
elliptique de z et Tinlégrale cherchée devient une fonction zéta de z qui 
augmente d'une constante lorsque la variable s*accroit d'une période. De 
méme ici* le procédé de Tin version ne permet d'iiitégrer que les équations 
fuchsiennes. Pour les autres équations linéaires, il faut, comme nous 
venons de le voir, substituer a la place de x une fonction fuchsienne 
de z. Les intégrales deviennent alors des fonctions zétafuchsiennes de z 
qui subissent une substitution linéaire lorsque la variable subit une 
transformation du groupe g. Les fonctions zétafuchsiennes jouent donc 
ici le méme rolé que les fonctions zéta dans la théorie des transcendantes 
elliptiques. 

Cela pose soient: 
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(leux fonctions fuchsiennes et un syBteme de fonctions zétafuchsiennes 
adinettant le groupe fuchsien g et le groupe zétafuchsien G (les fonctions 
X (^t y sont liées par une relation algébrique). Il est aisé d'en déduire 
une infinité de systémes de fonctions zétafuchsiennes adinettant les mémes 
groupes, Soient en effet F^j F^ F, , . . . , F^ , j + i fonctions fuchsiennes 
admettant le groupe g. Les fonctions: 

FZ^ + F,^ + F,^' + . . . + l\'^, 

*> » ' ' dj; ' * dic' ^ ^ » dx» ' 



forineront un systéme zétafuchsien. 

Cherohons maintenant quelle est lexpression la plus générale d'un 
systéme zétafuchsien adinettant les groupes g et G. Soit: 

TT T 

un pareil systéme. Posons pour abréger: 

Considérons la matrice: 

ZJ j /j j Zå y • • • 9 ^ ) "^ * 



Pour abréger nous n^avons écrit qu'une ligne de cette matrice; mais il 
faut supposer qu'elle a p lignes et que dans la t* ligne, chacune des 
lettres que j'ai écrites sans indice est affectée de 1'indice i. Soit maintenant 
( — 0*^*-i 1^ déterminant que Ton obtient en supprimant dans cette 
matrice la k^ colonne; on aura les relations: 
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Lorsque la variable z Bubit une substitution du gröupe g^ les fonctions 
Z^y Z[y ..., T, subissent une iiiéinc substitution S appartenant au groupe 
(?, a $avoir: , 

Tous les détenninants Jo, Ji, Jj, ... ., J^ sont alors multipliés par un 
méme facteur, c est a dire par le détenninant: 

Les rapports -^ ne sont donc pas altérés; ce sont donc des fonctions 

fuchsiennes de Zy c est ä dire des fonctions rationnelles de x et de y. 
Voici donc rexpfession générale cherchée: 

(4) T, = t\z, + i\z\ + i\z\' + . . . + fW^r' 

les F étant rationnels en x et y. 

Les fonctions Zf formant un systéme zetafuchsien, on aura: 

(5) Zf + t\_,Zr + . . . + i\Z[ + F^Z, = o 

les F étant rationnels en. :r ni y. Ainsi envisageons des fonctions zéta- 
fuchsiennes quelcpnques: 

ayant pour groupes G et g. Considérons-les comine fonctions de x = f{z)j 
oii f{z) est une fonction fuchsienne adniettant le groupe g. 

Elles satisferont toujours ä une équation linéaire å coefficients algébriques. 

Il résulte de la que les fonctions jT^ satisferont conime les fonctions 
Zj elles-mémes a une pareille équation. Mais en vertu de la relation (4), 
Téquation a laquelle satisfait T^ et celle a laquelle satisfait Z< appartien- 
nent ä la méme espéce. 

Ainsi toutes les fonctions zétafuchsiemies qui ont méme groupe 
satisfont a des équations linéaires a coöfficients rationnels en o; ^t en y 
et qui sont tx)utes de la méme espéce. 

Nous supposerons dans ce qui va suivre que le déterminant 
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de toutes les substltutions du groupe G est egal a i. Cetto hypothése 
est permise. En etfet on peut toujours dans une équation llnéaire d'ordre 
Py faire disparaitre le co^fficient du terme en 



åF-\ 



dx 



/'-i 



et si ce terme est nul, toutes les substitutions du groupe de Téquation 
ont leur déterminant egal a i . 



§ 5. I>évéloj}X}enieittH en series. 



9 

Supposons d'abord qiie le groupe fuchsien g soit de la i^'* famille. 
Soit s^ une substitution de ce groupe 






Soit S^ la substitution correspondante du groupe G, Ce sera une substitu- 
tion linéaire de déterminant i que Ton pourra représenter par le tableau 
de ses co(?fficients: 

^'ll ^'l2 • • • ^\p 
2\ V2 * • • ^''lo 



a 



p\ ^'p2 • • • ^pp 



La substitution 5, ' sera alors représentée par le tableau: 






I;* 



.cX2j .CX22 • • • ^-^2i> 



^;. 



UM.p2 • • • ■**|>p 



oii les A sont les mineurs du déterminant des a. 
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Nous allons considérer p fonctions rationnellcs 

/i, , /12 1 ... 9 Hp 
et p series: 

f i > f 2 > • • • > ^p 
et nous adopterons les notations suivantes: 

Leg series f 8'écriront alors 

Supposons que Von ait démontré que ces series sont absolument conver- 
gentes; voyons quelles seront leurs propriétés. On aura: 



^.(^) = 2.[^.K*')]^'^r»[^^ 



m 



et de plus: 



^.K) = S.[^.K«')]^r{|S^^] 



m 



d'oii : 
et enfin: 

Eerivons la serie (i) et la relation (2) avec les notations ordinaires, 
il vient: 



^'=i:x/'''"'{^%>+'^ 



• \ 
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et 

Il reste a rechercher si les series (i) sont absolument convergentos. Pour 
cela envisageons la serie 

et cherchons pour quelles valeurs de m cette serie est convergente. 

Nous allons donc chercher avec quelle rapidité croissent les coöfficients 
A*^^. A cet eflFet envisageons les substitutions fondainentales du groupe 
G et leurs invcrses. Si k est le nombre des substitutions fondanientnles, 
nous aurons en tout 2kp^ coöfficients. Soit M le plus grand niodule de 
ces 2kp^ coöfficients. 

Soit maintenant St une substitution quelconque du groupe G dont 
tous les coöfficients aient leurs modules plus petits que A"; soit d'ailleurs 
S une des substitutions fondamentales on une de leurs inverses. I-iCs 
modules de tous les coöfficients de Sil seront plus petits que pMN] car 
chacun de ces coefficients est une somme de p inonomes et chacun de 
ces raonomes est le produit d'un coöfficient de Si par un coöfficient de 1\ 

Cela pose, une substitution Si quelconque pourra toujours se mettre 
sous la forine suivante: 

\6j ^i ^1—2 • • • ^/> • 

Chacune des lettres 2\, 2*2' ..., 2^ désignc'une des substitutions fonda- 
mentales ou une de leurs inverses, la mörne substitution pouvant d'ailleurs 
se retrouver plusieurs fois dans la suite. Les exposants a, , a^y . . . , oe^ 
sont entiers positifs. La somme ö' = ot, -f^a2+ ••• + «;> s'appelle Vexposant 
de la substitution. Dans le cas oii la substitution /S, peut se mettre d'une 
infinitc de maniéres sous la formc (3), son exposant est la plus petite 
valour que puissc prendre la somme ai + 0^2 + • • • + ^)- 

Il résulte de cette definition que les modules des coefficients d'une 
substitution dont Texposant est <t sont plus petits que 

{Mp)'. 

Le grpupe G est isomorphe au groupe g. Il en résulte que-Tex- 
posant de Si est le méme que celui de la substitution correspondante s^ 
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du groupe g si risomorphisme est holoédrique. Il est plus petit, en 
general, si risomorphisme e^st mériédrique. Dans tous les oas il ne peut 
pas étre plus grand. 

Soit d'un autre cöté B la distance a Torigine d'un transformé zs^ du 
point z^ distance évaluée au point de vue de la géométrie non-euclidienne; 
je veux dire que Ji est la L de la droite o-zs^. On peut trouver une 
relation entré U et Texposant a de la substitution 5< que nous appellerons 
^aussi pour abréger Texposant du point zs^. En eflfet supposons pour fixer 
les idées que les points ^ et o soient tous deux intérieurs au polygone 
i2^. La droite zs^-o dont la L est egale a jB traversera un certain 
nombre de polygonea i2o , 2?i , . . . , U, et a sera au plus egal au nombre 
n de ces polygones. Quelle relation y aura-t-il maintenant entré 22 et n. 

Considérons d^abord le polygone JR^; la i de tout are de courbe 
joignant deux points du périmétre de ce polygone appartenant a deux 
cötés non adjacents sera plus grande qu'une certaine limite inférieure que 
j'appellerai A. Considérons maintenant un polygone Ti^ adjacent a B.^ le 
long d'un cöte C^ et envisageons un are de courbe joignant un point 
d'un cöté C^ de 72^ a un point du coté C^ de B,^ et traversant le coté 
Cj . Je supposerai de plus que ces trois cotés C^ , Cj , C^ n'ont aucun 
point commun. (Cf. Théorie des groupes fuchsiens, Acta mathematica, 
T. I, page 31.) La L d'un pareil are restera toujours plus grande 
qu une certaine limite inférieure que j'appellerai /jl. 

Considérons enfin un are de courbe qui vient couper successivement 
divers cotés de divers polygones Bi et de fa9on que tous ces cötés vien- 
nent converger en un méme point. Ce point sera un sommet de Tun 
des polygones et comme le groupe g est supposé de la i'''® famille, ce 
sera un sommet de la i'*'*® catégorie auquel ne viendra aboutir qu'un 
nombre fini de cötés. J'appellerai h la limite supérieure que ce nombre 
fini ne pourra dépasser. On aura alors: 

••<«(i+,7; 

inégalité que nous pourrons écrire: 

n < olB ou o < olB 
OL étant une constante. 
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Muis «i Ton se reporte au paragraphe i du Mémoire sur les fonctious 
fuchsiennes (Acta mathcinatica, T. i), ou verra quc lon a {K étant 
une constante) 



K 



Jliod (X,2 + d,) - < ^^„- _^ ^_,^ _^ ^ < 



Ke 



-2Ä 



et de plus que la serie ^ mod (j-iZ + di) ^ est convergente. 
On a dailleurs, d^aprés ce que nous veiions de voir: 

mod J;, < {MpY < e;''"^««^^''^ 

On peut doiic prendre m ussez grand pour que: ' 



d'oii : 



2in — 4 > Gt log {Mj)) 



moåAl,,{r,z + r?,)-*^'" < niod(r,.^ + o\) 



—4 



et par eonséquent pour que la serie Xj,^ définie plus liaut soit convergente. 
La limite que Ton est ainsi conduit a attribuer au nombre m n est pas 
precise. Rep renons uiaintenant les series (i); on peut trouver une limite 
supcrieure du module des 2^ fonctions: 

pourvu qu'aucune d'elles ne devienne infinie sur le cercle fondamental. 
(Cf. Mémoire sur les fonctions Yuchsiennes § i, Acta mathematica T. i.) 
Les series (i) sont donc absolument convergentes. 

C. Q. F. D. 

La relation (2) montre ensuite que si Ton divise les jr; fonctions 
Cl, Cj , ..., c,, par une méme fonction thétafuchsienne Oy les quotients 

^1 y ^ y ^P 

1 /j > ^'2 /i J • • • ) ^ö — n 



• • 



^ 



(f 



ä 



förment un systéme zetafuchsien. 

D'ou la conclusion suivante: Avec un groupe fuchsien ff de la 1*" 
famille et un groupe zetafuchsien G isomorphe au premier, on peut 
toujours construire une infinité de systemes zétafuchsiens. 
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Donc on pcut toujours construire utie iufinité d^équations linéaires 
adiiiettant un groupe donné, pourvu que ce groupe soit isomorphe ä un 
groupe fuchsien de la i^'** famille. 

Gette remarque est importante au point de vue de l'intégration algé- 
brique de ces équations. Les savants qui ont abordé jusqu'ici la question 
de cettc integration algcbrique ont chcrché a former les groupes d'ordre 
fini contenus dans le groupe linéaire. Il restait a savoir 8'il existait des 
équations adinettant ces groupes. Gette question est maintenant résolue, 
puisque tout groupe d'ordre fini peut toujours étre regardé comme 
isomorphe a un groupe fuchsien de la l^" famille. 

Quarrive-t-il lorsque le groupe G est d'ordre fini? Il est mériédri- 
quement isomorphe au groupe g) si dans ce groupe g on distingue les 
substitutions auxquelles correspond dans le groupe G la substitution 
identique, ces substitutions formeront un sous-groupe g' contenu dans g. 
Les fonctions x = f\z) et y = f^{z) et, en general, les fonctions fuchsiennes 
de groupe g, pourront étre regardées comme des cas particuliers des fonc- 
tions fuchsiennes de groupe g\ IVun autre coté, les series f^, f^, ..., f^ 
se réduisent a des series thétafuchsiennes de groupe g% et les fonctions 
Zj , Z2 , . . . , Zp a des fonctions fuchsiennes de groupe g\ Il y a donc 
une relation algébrique entré Zi et x. Kintégrabilité algébrique des 
équations linéaires auxquelles satisfont les fonctions Z< est donc mise en 
évidence. 

Nous pouvons des a present indiquer Texpression analytique générale 
des fonctions zétafuchsiennes. Nous avons yu en tjffet que si 

>V| , Z/<2 j • • • ) ^p (Ä=l,2, ...,p) 

sont p systémes zétafuchsiens et si 

TT T 

représentent un systéme zétafuchsien quelconque, on a 

Fj , F2 , . . . , Fp étant des fonctions fuchsiennes que Ton peut toujours 
considérer comnie le quotient de deux series thétafuchsiennes. Voici par 
conséquent quelle est la forme générale de la fonction T^. 
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Soieiit 

C/i j ^n^ • • • ) C/i 

p series de la forine (1) et /> + i series thétafuchsieiiiics, on aura 

Parmi les series c 011 peut en envisager qui sont plus simples que 
les autres. En effet dans les f) series: 

Cl > Cj ) • • • > C/I 

entrent p fonctions rationnelles arbitraires: 

Siipposons que toutes les fonctions U soient nulles, excepté H^^ la 
serie C/i se réduira a 

Les series de cette fornie o\\ p — 1 des fonctions arbitraires // sont nulles 
peuvent s^appeler series c simples. 

Choisissons maintenant p fonctions // quelconques et formons un 
systémc de series C/x a Taide de ces p fonctions. Formons cnsuite avec 
chacunc de ces p fonctions, avec U^ par exemple, un systeme de series 
simples f,,^, les ^ — i autres fonctions étant supposées nulles, on aura: 

C/i = C/il I C;i2 "r • • • I C//|i 

ce qui montrc qu'une serie c quelconque peut étre regardée comnie une 
somme de series simples. 

Voyons maintenant quelle est Texpression analytique des series c au 
moyen des intégrales d'une équation diflférentielle linéaire, donnant nais- 
sance a un systeme de fonctions zétafuchsiennes. D'abord, afin d'éviter 
des complications inutiles et qui ne tiennent pas au fond des choses, je 
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supposerai que le groupe g est iion-seulenient de la i^" faniille, niais 
.encore du genre o. Le systcme zétafuehsien considéré: 

regardé coiiiine fonetion de la transcendaute fuchsienne x = f[z) satisfera 
a réquation: 

( \ ^ 4. V ^ — 

oii les coöfficients tp^ sont ratiouiiels en x tieulement. Je supposerai poUr 
simplifier que cette cquation (4) soit du 2^ ordre et quelle soit réduite 
au sens donné a ce mot au paragraphe 3 de ee niémoire. Je leerirai: 

(4) ^+i^«'^ = °- 

Les infinis de jr.^, e'est a dire les points singuliers, seront aj, a^j ..., a„ 
et CO. Je supposerai quil ny a pas de points a apparence singuliére 
QU plutot s'il y en a, je les regarderai comine des points singuliers or- 
dinaires et je les ferai correspondre a un somniet de R^, J'appellerai 
«!, a^y ... , a„ , a„^.i les sommets de Bq qui correspondront aux n+ 1 

points singuliers aj, Ug, ..., a^, co. J'appellcrai -r^, comme dans le 

paragraphe 5 du Mémoire sur les fonctions fuchs^iennes, la somme des 
angles du cyele dont fait partie le soininet a^. Les racine& ;*, et i — ^^ 
de réquation déterniinante relative a ic = a^ et a Téquation différentielle 

(4) devront étre des niultiplcs de ^. Les intégrales Zj et Z^ de Téqua- 

tion (4), regardées comine fonctions de ^, seront infinies d'ordre {j^ — i)y9j 

pour z = ai. Leurs dérivces Z[ = -j-^ et ZJ = -r^ seront infinies d ordre 

j^ifi^. Voici maintenant quelle est Texpression générale d'une serie f 
quelconque : 

(5) {^)"'[F{^)Z,+F,{x)Z[] = S^ 
F{x) et F^{x) étant des fonctions rationnelles do x. 
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Noua allons chercher si Ton peut déterminer ces deux fonctions ration- 
nelles de telle fa9on que lexpression (5) et Texpression conjnguée 

(5') (;|^)"'(Fz. + F,z;) = ^. 

ne deviennent pas infinios a rintcrieur du cercle fondamental. 

Si Ton a, comme nous pouvons le supposer pnisque le coefficient de 

-j^ est nul dans Téquation (4): 
il vient 



(i) ^ = c,z; — c.z; 



et 



\£) ^^ = ^1^2 — C2Z, . 



Il snit de la que les deux fonctions F et F^ ne peuvent devenir 
infinies que pour les points singuliers ^r — «,, la premiére d'ordre 
(7-, + *w)y9, — m au plus (en i) et la seconde d'ordre (;*, + 7/? — i)y9, — m 
au plus. 

On aura donc 



(.r — n^)%r — a^) ' . . . (.r — <i.„/" 



et 



F. = 



(•'■ ^,/* \'^ -— ^,) "'"^ • • • (-'• — ^n/" '• 

ou A,, ^2? ..., Å„ sont les plus grands nombres eutiers satisfaisant anx 
inégalités: 

et ou d et öj sont des polynåmes entiers en x qu'il s'agit maiutenant de 
déterminer plus complétement. 
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Nous venons de voir que F ne pouvöit devenir pour x = «< infini 
d'un ordre plus grand que A< et que F, ne pouvait devenir infini d'un 
ordre plus grand que l^- — i . 

Cherchons maintenant un nombre /x, tel que si F est infini d'ordre 
^ et J^i infini d'ordre [x^ — i pour re = a^ fi et f, soient certainement finis. 

-j-j et FiZW-T-j deviennent infinis d'ordre: 

d'ou il résulte que /^ est le plus grand nombre entler satisfaisant ä 
Tinégalité: 

/^/ < I — n + ^ — ä" • 

Pi 



dx 



QiX I 

Pour ir = CO, -j- devient infini d'ordre i + -q — ? ^ d ordre r^.i 

et Z[ d'ordre j^^^^ — i . Il en rcsulte que F ne peut pas étre infini 
d'ordre plus élevé que: 



^+.<-»«(i+^J + r... 



et Fl d ordre plus élevé que A„+i + i . 

D'autre part si F est infini d'ordre fi^^j et F^ d'ordre /i„^^ + i ? f i 
et ^2 seront aii plus d'ordre: 



/^« + l + Tn + l + ^(^ +^x) 



de sorte que si /i„^^ satisfait a Tinégalité: 



/i»..<-«^(T+^J-r-.> 



on sera certain que f^ et f^ sont finis. 
Posons maintenant 

fj 9^ f\^ 9\ étant des fonctions rationnelles devenant infinies respective- 
ment dWdre /i^, A^ — /i^, /i, — i, A, — /i^ pour rr = a, et d'ordre ;£^^.|, 
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^»fi— /^«+i, /in+i + ^ ^»+1— A.+1 pour ir = (X). Pour que cette dé- 
composition ne puisse pas se faire d'une infinité de inaniérés, nous sup- 
poserons qu'un coöfficient quelconque de f et iin de /J sont assujettis a 
avoif nne valeur donnée. 

Voici alors le noinbre des coéfficients restes arbitraires: 

dans fy H/ii 
dans /) , H/jLi +1 n 

dans jT et dans jr^ , SA, — S/i, + i 

en tout 

Mais entré ces co('fficients, il y a certaines relations dont il faut 
chercher le noinbre. Considérons un quelconque des infinis a^ , posons pour 
abréger a^ = o et supprimons p«artout Tindice i. Soit: 



(7) 



f, =- Ai3i'- ^ + ^|.T" *+' + + ^{-"-'a;-' + ^\ 



<p' et jrj étant finis pour r = o. On peut maintenant toujours supposer 
que Z, et Z, aient été choisis de inaniére ä étre respectivement infinis 

d'orclre (; i) et — y pour rr = o, car si cela ifétait pas il suffirait de 

remplacer Zj et Z^ par aZ, + y^^» ^t r^i + ''^^a» ^t pj y ^t d étant des 
coc^fficients convenablenient ehoisis. Cela pose, iniaginons qu'il n'y ait 
aucune relation eutre les coOfficients A des expressions (7), Texpression 
(5) sera infinie d'ordre: 

(8) x-m(i-'-^+r-^ 

et Texpression (5') d'ordre: 



m I 



(-?) 



LVxpression (5') est donc finie en vertu de rinégalité (6). Mais pour 
que Toxpn^ssion (5) soit finie, il faut qu'il y ait entré los coufficients 

AcUi maOirmatira. .">. Tmpriin/^ 4 Sopleiiibro 1884. Hl 
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A des expressions (7), des relations dont le nombre est précisément le 
plus petit entier qui est egal ou supérieur a Texpression (8), c^est a 
dire A — /i. 

Le méme raisonnement s'appliquerait pour o: = 00 et on trouverait 
qu'on doit avoir entré les coöfficients de ip et tp^ A„+i — /i«+i relations 
pour que (5) et (5') restent iinis pour o? = co. Il y a donc en tout 

relations et il rest^: 

ZA, + Z/x, + 3 — n 

coöffieients arbitraires. Dans cette expression ZA, sij^nifie 

Al + ^2 + . . . + A„ + /„ + ! . 

Ainsi toutes les series qui ne deviennent pas infinies, s'exprinient linéaire- 
ment a.Taide de: 



Za, + Z/i, + 3 — 



n 



d'entre elles. On trouverait un resultat analogue pour le cas de 2? > 2 . 
Nous devons adjoindre au groupe zétafuchsien ö, le groupe zéta- 
fuchsien corrélatif G^ défini de la fa9on suivante; soit: 

. (Z„ Za,,Z,) 

une substitution correspondante de ö, la substitution correspondante de 
(?, sera: 

en appelant 

TT T 

Tun des systemes zétafuchsiens engendrés par le groupe G^ . On sait que 
dans la théorie des formes algebriques et en particulier dans celle des 
formes appelées contravariants et mixed-concomitantSy la considération de 
la substitution corrélative d'une substitution linéaire donnée joue un role 
fort important^ 
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(9) 



ConHidérons iiuiiiitcnant rexpression sui vante 

^l-^l*"r ^2-^2 "T • • • T" ^pJ-p» 



Quand la variable z subit une substitution du groupc fuchsien g^ 
les Zf subissent la substitution correspondante de G et les T^ subissent la 
substitution correspondante de G^ . Il en résulte que Texpression (9) 
elle-inéme demeure invariable. Cest done une fonction fuchsienne de z. 

On verra plus loin le röle des fonctions zétafuchsiennes et surtout 
des series f engendrées par le groupe corrélatif G^. 

Remarquons inaintenant que dans le oas particulier de jp = 2 , a la 
substitution: 



S,= 



a, 



d, 



du groupe G, correspond la substitution 

d, — 



a, 



du groupe G^ . Ces deux substitutions ont évidcniment méincs niultiplica- 
teurs, d'ou il sui t que les quantités que nous avons appelces plus haut 



T^y Tsj 



> fn y Tn + l 



sont les mcmcs pour les deux groupes G at G^. 

Supposons inaintenant j; > 2 ; si x = a est un point singulier pour 
lequcl réquation déterniinantc relative a une équatioh (4) engendrée par 
le groupe ö, ait pour racines: 



Se c 

I « wo « • • • - - 



19 ^^2 > 



y -i) 



réquation dctcnninante relative a T une des équations (4) engendrées par 
le groupe G^ aura pour racines: 



Vc — c _ 



}>{p—i) 



, Se- 



l>{p—i) 



• • ■ • • ^^ i 



Av— O 



244 H. Poiöcaré. 



§ 6. JDécomposition en elements »itnples. 

Soit 

(l) Zly Z29 • > > J Zp 

un systéine zétafuchsien que je supposerai» de la .1*" famiilé, comme dans 
le paragraphe précédent. ]Soit f{z) une fonction fuchsiennc de la i*'® 
famille ayant mémc groupe fuchsien que ce systéine. Je supposerai, pour 
fixer* les idées, que cette fonction est de genre o et que toutes les aiitres 
transcendantes fuchsiennes de méme groupe en sont des f önations ration- 
nelles. 

Je vais reprendre les notations du § 5 du Mémoire sur les fonctions 
fuchsiennes (Acta mathematica^ T. i, p. 240). 



Considérons Tintégralc: 



(^) Ä (^') 



dz 



prise le long du contour S défini ä la dite page 240. Je dis que cette 
intégrale tend vers o quand r tend vers i , pourvu que h soit suffisam- 
nient grand. 

En effet nous pourrons aiséinent trouver une liinite 6upérieui:e M^ 

du inodule de . Supposons niaintenant que le module de -J- reste 

inférieur a M^ le long du périmétre de J?^; il restera inférieur ä: 

le long du périmétre de S. Supposons enfin que le long du périmétre 
de R^j les modules des p fonctions: 

Zj , Zj , . . • , Zp 

restent inférieurs a M^. Cherchons la limite supérieure du module de 
ces mémes fonctions le long du périmétre du polygone B^ en supposant 
que la substitution s^ qui change Rq en R^ soit d exposant a, Soit S^ la 
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substitution de G qui corrcspond ä s^. Nous avons vu au paragraphc 
précédent que les coöfficients de 8^ sont plus petits que 



fl étant une constante convenablement choisie. Donc le long de R^ le 
modulc des p fonctions Z est plus petit que: 

■ 

Considérons en particulier les polygones R^ qui förment la bordure 
de 8. Leur exposant est, d'apres le paragraphe précédent, plus petit que 

-(i? + ^) öu h est une constante convenablement choisie. D'ou ce resultat: 

mod Z, < ■pM,^é^''^^' 

le long de 8, La quantité sous le signe j a donc son niodule plus 
petit que 

(3) pM^M.^M.^e'^''^''^. 

Si Ton se reporte a la valeur de H [Fonctions fuchsiennes^ Acta niathe- 
matica, T. i, p. 241) on verra que cette expression (3) tend vers o 
pourvu que 

h < 4Ä. 

L^intégrale (2) tend donc aussi vers o, d'oii Ton peut conclure que les j) 
fonctions 

peuvent se développer en series de la fa9on suivante: 



"''m 



(«— «*) 



oii les a sont les infinis et les A les résidus. Si la fonction n'adniet que 
des infinis simples, cette serie se réduit a 

^m^ z — a 
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Quaiid 011 coiinaitra les iiifinis et Ics résidus de ces p fonctions a 
rintérleur de ii^, on connaitra tous les infinis et tous les résidus de ces 
mémes fonctions et par conséquent la serie (5) . Supposons que a soit 
un infini des fonctions (4) situé a Tintérieur de B^ et que nous supposerons 
simple pour fixer les idées. Soient: 

Al y A2 , . . . , Ajf 

les résidus des ;> fonctions (4) correspondant a cet infini. 
Les points: 



as, = 



Yia + di 



seront aussi des infinis simples de ces mémes fonctions (4). 
Nous écrirons comme plus haut: 

A^S^ = ^%pAp 
si la substitution Si s'écrit: 

Or nous avons 
et 

Multiplions Tidentité précédente par z — a et faisons z = a^ il viendra, 
en appelant 

les résidus des p fonctions (4) pour z =^ aSt 



-2/i 



d'ou 

A', = (A5,)(r,« + <;.)"'*"*• 
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Tellc est la valeur des résidus cberchés. Réunissons ensemble les 
fennes de la serie (5) qui correspondont nux infinis de la formen as^; iious 
trouveroiis la serie suivante: 



(6) <p.(^, «) = Xrz 






{z — - a8i)(Yia + 8i) 

de sorte qiie chaque fonction (4) se trouve décomposée en une somme 
d'un nombre fini d'clcments simples de la forme ^u(^, a). 

Mais on peut poiisscr plus loin eneore cette décomposition en elements 
simples. 

LMdentité (6) poiirra en effet s'ccriro: 



ou eneore: 



<P/. = A,0.a + A^i.2 + . . . + 4^^/',, 



en posant 



0...= 



"V^ tt/xv 



f^ X v / „^\f ^ t ^v2/*-^■2 



i{z — a8i){yia + f?<V 



de sorte que si les fonctions (4) admettent les infinis simples 



^1 > ^2 > • • • > ^q 



a rintérieiir de i?^, et si elles admettent Tinfini Zj, respectivement avcc 
les rcsidus: 

il viendra ponr la /i*" des fonctions (4) Tidentité: 



Z,{z){^^^ =X,T,B,,(P,,{z, 0,) 



qui nous montre cette fonction décomposée en elements simples. On 
arriverait a un resultat analogue pour les cas oii cette fonction admettrait 
des infinis multiples. 
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Voyons ce que sont ces elements simples et pour cela regardons dans 
rex|)ression 0]^^{Zj a) z comme une constante et a comme la variable. 

Cherchons maintenant a former les series f simples du paragraphe 
prccédcnt avec le groupe G^ corrélatif de G de ce méme paragraphe, 
a étant toujours la variable; nous tron verons: 



f^/= Y,H,{as,)a[^{jf^a + å) 



— 2fi» 



oii en faisant 



il viendra 



Hyia) = , m = Ä + I 



1.. = <^.^{^, ^0- 



Ainsi la transcendante 0^^^ regardce comme fonction de a est une fonction 
f admettant le groupe G^ corrélatif de G. 

Nous allons supposer maintenant p = 2 pour fixcr les idées et nous 
allons étudier de plus prés la décomposition en elements simples des 
fonctions: 



(s)' (^^' + "'^ = '*■ 



m(FZ, + F,4) = A, 



Z, , Zj, Z[y Z^ ayant la méme signification qu'ä la fin du paragraphe 
pnVcédent et F et F^ désignant des fonctions rationnelles en x. Il est 
clair que Ay^ et A^ sont des fonctions de la formc (4) auxquellos, par 
conséquent, on peut appliquer tout ce que nous venons de dire. 

Dans ce qui va suivre, les lettres ^,, ;-,, A,, /i, auront la méme 
signification qu'a la fin du paragraphe précédent, et nous poserons: 

m = Ä + I . 

Cherchons la condition pour que les fonctions yl, et A^ ne devlennent pas 
infinies pour rr = flf;. Il faut que F et F^ deviennent nuls d'un ordre 
suffisamment grand et c*cst cet ordre qu'il 8'agit d'ahord de dcterminer. 
Supposons pour le fiiire plus aisément que Z, et Z^ soient respoctivement 
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infinies d*ordre j-^ — i et — /-<; cela est toujours possible, car si cela^ 
n'était pas, on remplacerait Z^ et Z^ par aZ^ + jiZ^ et j'Z^ + f7Z^^ 
^j ^j Tf ^ étant des coöfficients convenablement choisis. Si alors F devient 
nul d^ordre ^, et F^ d*ordre f?< + i , /Ij et /I2 scront respectivement in- 
finies d'ordre: 



('-i) + ^'-^-'^' 



et 

h 



O-i)-^'-"'" 



On doit donc avoir d'abord: 



''■^K'-i)~^* 



ou ce qui revient au méme 

f/i >^/ii — I . 

Gette condition est »uffisante pour que A^ ne devienne pas infini. 
Pour que A^ reste également fini, il faut encore qu'il y ait certaines rela- 
tions entré les coöfficients de jP et de F^ . 

Supposons maintenant que F et F^ deviennent nuls dordre r?,^i et 
f7„^i — I pour re = cx) et Z^ et Z^ infinis dordre ;-„^i et i — ^-^^.j. Il 
en resultera que A^ et A^ deviendront infinis d'ordre: 



et 






Par conséquent A^ reste fini pourvu que 



o\,.>i-rn..-h{^+^) 



ou ce qui revient au meme: 

Aeta matkemaiiea. 5. Imt»riiué 18 Aoflt IHHi. 32 
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Si en outre il y a certaines relations entré les coöfficientg de F et de 
F^j A restera fini. Nous ne restreignons pas la généralité en supposant 
que di et å^^i sont égaux a leurs limites, c'est ä dire que Ton a 



^ii+i — /^+i "t 3- 

• 

Considérons maintenant les relations dont il vient d'étre question et 
qui doivent exister entré les coéfficients de F et de F^ pourvu que les 
deux fonctions A restent finies pour z = Oi et pour z = a^^, et avant 
tout, cherchons quel en est le nombre. 

Si F et F^ étaient des fonctions rationnelles quelconques assujetties 
seulement ä étre nulles d'ordre 

åt et «?, + I (ou <?,+, et <?,+, — i pour g = o,+,) 

A, serait infini d'ordre 

Dans le développement de A^ suivant les puissances croissantes de x — a,, 
il y aurait donc 

(ou E' [/•,+, — o\+, — Ä (i + ^j J pour z = o,^.,) 

termes infinis. Nous désignons par E'(x) le plus petit entier satisfaisant 
ä la condition 

E'{x) > X 

et par E{x) le plus grand entier tel que 

E{x)<x. 

Le nombre des relations nécessaires pour que les deux A restent finis 
pour « = Oj est donc egal a: 



^'H'-'fi) + r.-i-'^] 



/ 
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ou bien 



4*(--ä) + '-.-■]-''• 



OU, ainsi quil est aisé de le voir: 

Åi — I — di = Ål — fil . 

En ce qui concerne le point z = a„+i, le nombre des relations est egal ä: 



4r.«-<>.M-»(.+^,)] 



ou 



4r..,-»(.+s^)]-»- 



5» 



ou enfin 



^n+l "T 3 ^n+1 — ^ii+l M 



n + l 



On a en effet 



E'(x) = — E{— x), E{x + i) = E{x) + I 

a et h étant des entiers. 

Le nombre total des relations est donc ainsi de: 

Considérons maintenant les diverses fonctions A qui admettent q in- 
finis simples donnés sans en admettre d^äutres. Toutes ces fonctions 
8'exprimeront linéairement ä Taide d'un certain nombre d^entre elles. 
Quel est ce nombre? Les fonctions F et jF^ admettent les q infinis 
donnés; mais comme elles doivent étre nuUes respectivement d^ordre d^^i 
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et d^ordre d^^i — i pour o? = oo, clles admettront q — å^^x et q — d^^i + i 
zéros. Mais la fonction F adraet di fois le zéro a< et la fonction F^ 
Tadinet di + i fois; il reste donc 

q — 2(? zéros arbitraires dans F 

et 

q — Hd + I — n dans F^ . 

Il y a donc en tout dans F et F^ » 

2q — 2Hd +3 — n = 2} --^ sS/Xi + n — 3 

coöfficients arbitraires. 

Mais nous n'avonspas tenu compte des relations qui doivent exister 
entré les coéfficients de F et de F. et dont nous venons de déterminer 
le nombre. Il faut donc retrancher de Fexpression qui précéde le nombre 
de ces relations, c'est ä dire 

^Åi 2/Xj . 

Il restera ainsi: 

Q = 2q — TÅi—T/ii + n— i 

coöfficients réellement arbitraires. 

Ainsi toutes les fonctions A qui admettent les q infinis donnés s'ex- 
priment linéairement a Taide de Q d'entre elles. 

Dans toute décomposition en elements, simples, il y a un nombre 
que Von peut appeler fondamental et qui joue un r61e tres important. 
Suppogons qu'il s'agisse de décomposer en elements simples les fonctions 
qui appartiennent a une certaine catégorie C. On doit supposer que la 
somme de deux fonctions appartenant a cette catégorie C, appartient 
également a C; ce n'est que dans ces conditions qu'on peut étre conduit 
ä chercher une décomposition en elements simples. Il peut arriver que 
les elements simples fassent eux-mémes partie de C; c'ést ainsi que dans 

la décomposition des fractions rationnelles, on est conduit a des elements 

A . 

de la forme qui sont euxrinémes des fractions rationnelles. Dans 

ce cas, nous dirons que le nombre fondamental est egal a o. Mais le 
contraire peut arriver également. Ainsi dans la décomposition des fonc- 
tions doublement périodiques, les elements simples sont de la forme 
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A-z-\og0{x — a) et ne sont pas des fonctions doublement périodiqwes, 

Mais il existe des fonctions doublement périodiques qui sont des soinmes 
de deux elements simples seulement, et ä Taide desquelles toutes los autres 
s'6xpriment linéairement. Dans ce cas, le nombre fond^imental sera egal 
a I . En general s'il existe des fonctions de la catégorie C, décomposables 
en m •{• i elements simples seulement et a Taide desquelles toutes les 
autres fonctions de la catégorie C peuvent s^exprimer linéairement, le 
nombre fondamental sera egal a m, pourvu que m soit le plus petit 
nombre jouissant de cette propriété. Ainsi dans la décomposition deg 
fonctions rationnelles de o; et dfi «/, (y étant lié ä x par une relation 
algébrique ^{^9 y) = o) décomposition découverte par M. Roch, le nombre 
fondamental est egal au genre de la. relation ^ == o. 

Envisageons de méme la décomposition de la fonction yl(^) que nous 
avons considérée mix pages 238, 266, 275 et 284 du mémoire sur les 
fonctions fuchsiennes en elements simples de la forme: 

Dans le mémoire cité, nous avons déterminé le nombre fondamental 
relatif a cette décomposition. Cest ainsl que dans le cas du genre o et 
de la 2* famille (loco citato p. 276) nous avons trouvé pour ce nombre: 

« 

w(m — i) — w. 

Qucl est maintenant le nombre fondamental relatif ä la <Iécompo6ition 
qui nous occupe ici, c^cst a dire ä la décomposition de la fonction A^ en 
elements simples de la forme: 

Pour cela, il nous suffit d'énoncer le resultat suivant: si m est le nombre 
fondamental d'une décomposition quelconque en elements simples, toutes 
les fonctions qui s^expriment linéairement a Taide de q elements donnés, 
peuvent étre exprimées linéairement a Taide de q — m d'entre elles. 

Nous avons vu que les fonctions A qui admettent q infinis donnés 



Zij ^2 , • • • , z^ 



q 



(*) Acta maihcmatica, T. I, p. 242. 
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peuyent s^exprimer linéairement a Taidc de 

2} — ZA^ — Z/M, + n — 3 

d'entre elles. Or ces fonctions peuvcnt s^exprimer linéairement a Taide 
des 2j elements simples: 

* 
Donc le nombre fondamental est egal ä: 

Dans la théorie des fonctions fuchsiennes et des fonctions A{z) en- 
gendrées par ces transcendantes, le nombre fondamental jouissait d'une 
propriété remarquable que je vais rappeler. 

Soit ^{h) le nombre fondamental relatif a la décomposition en ele- 
ments simples des fonctions . de la forme 



'•W = (s)"-P(^' ») 



ou F désigne une fonction rationnelle des deux fonctions fuchsiennes 
X et y. 

Soit ^(m) un nombre tel que les fonctions de la forme 



(«) (S)>(^' y) 



(oii jP a la méme signification que plus haut) qui ne deviennent pas in- 
finies a Tintérieur du cercle fondamental, s'expriment linéairement a laide 
de ^(w) d'entre elles. 
On avait Tiden tité: 

^ih) = j.(A + I.). 

Cest de cette identité que nous avons tiré une conclusion importante, å 
savoir que toute fonction de la forme (a) pouvait étre représentée par 
une serie thétafuchsienne (de la forme (4) , § i , Mémoire sur les fonctions * 
fuchsiennes) . 
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De méme ici, soit: 

ipih) = ZA, + T/i, + 3 — n 

le nombre fondamental re^latif a la décomposition de ^, . 

Soit f (w) un nombre tel que toutes les fonctions de la forme: 

OJ) (S^i^^t + ^»^0 

(forme (5) du § précédent) puissent s'exprimer linéairement a Taide de 
f{fn) d'entre elles. On aura encore: 

(r) <!>W = 9{^ + O- 

Voyons si on pourra tirer de eette indentité la méme conclusion que 
dans le paragraphe citc, c est a dire si on pourra démontrer que toutes 
les fonctions de la forme" (y9) peuvent s'exprimer par Tune des series f 
du paragraphe précédent 

Supposons que toutes les series ^ qui ne deviennent pas tnfinies ä 
Tintérieur du cercle fondamental et qui correspondent ä un exposant m 
egal ä Ä + I puissent 8'exprimer linéairement a Taide de ö(ä + i) d'entre 
elles. On aura évidemment 

((?) Ö(Ä+ 0<f(A+ O 

puisque toute serie f est égale a unc fonction de la forme (j9). Si Ton a: 

e = ^ 

toute fonction de la forme (y9) pourra réciproquement s'exprimer par 
une serie f. II n'en serait plus de méme si Ton avait: 

e<if. 
Soient maintenant 

q quantités quelconques, intérieures au cercle fondamental. Soient 

•^1 > -"1 j • • • > -"g 

^\ J -^2 > • • • J ^q 

2q quantités que nous assujettirons plus loin a diverses conditions. 
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Soit maintenant f,(-^) une serie f ne devenant pas infinie å rintérieur 
du cercle fondamental et ^^{z) sa conjuguée. Ces series f soiit engendrées 
par le groupe fuchsien g et par le groupe zétafuchsien G^ corrélatif de 
G. Assujettissons les quantités -4 et B ä la condition suivante: 

(s) A,eM) + A^M + • • • + A,s,M 

+.B,S,{z,) + B,^z,) + ... + BM^,) = o. 

Ecrivons cette méme relation pour toutes les series f qui, restant 
finies a Tintérieur du cercle fondamental, correspondent a un exposant m 
egal a ä + i . Nous aurons de la sorte assujetti les A et les B a 
0(h + O conditions distinctes. 

Posons alors 



(O 



A,{z) = r^(P,.,(^, Zt) + TB,0,,,{z, z,). 



Posons maintenant:' 



(dzB\ +* 
-^j hd>,.i(Är, Zt) + ft;d>,.,(2, Zt)] = 7j^{zt) 

(dz8i\ +* 
-j^j [a,0,,^{z, z,) + h,0^,^{z, z,)\ = 7j,{z,) 



en supposant que 



a< ft< 



Ci ^i 



soit le tableau ä double entrée des coöfficients de la substitution Si 
correspondant a s^. Il est clair que rj^{z) et 7j^{z) sont deux series ^ 
conjuguées ne devenant pas infinies ä Tintérieur du cercle fondamfental. 
Donc en ver tu des relations (e) on a: 



aw = (^)'m.w + m,w]. 
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On en conclut qiie A^ et A^ sont deux fonetions de la forme: 

dont les identités (C) nous donnent la décomposition en elements simples. 
Or les coöfficient« ^ et B de cette décomposition ne sont assujettis qu'a 
0(h + O conditions. Ce nombre 0(h +0 ^st donc au moins egal au 
nombre fondamental, d ou Vinégalité 

De la comparaison de cette inégalité avec (y) et {d) on déduit: 

0{h+ i) = jr(Ä+ i). 

Donc tout€ expression de la forme (ft) qui ne devient pas infinie peut 
s'exprimer par une serie f. 

On en déduit aisément qu'il en est de méme d'une expression de la 
forme (fl) qui devient infinie. 

Donc toute fonction zétafuchsienne est le quotient d'une serie f par une 
serie thétafuchsienne. 

Nous avons, il est vrai, pour fixer les idées, supposé que p = 2 , 
mais la demonstration et le resultat subsistent quand p est plus grand 
que 2. 



^ 7. Uxtensian å la deuxieme faniille. 

Tout ce qui précéde ne sapplique encore qu'aux groupes fuchsiens 
de la !*'• familb et aux groupes zétafuchsiens qui leur sont isomorphes. 
Il nous reste a étudier les fonetions zétafuchsiennes dont le groupe fuchsien 
g est de la 2^^ ou de la 6® familles. 

Parmi ces fonetions nous distinguerons deux espéoes. 

Ada inathematuM. u. luipriiuft 21 AoOt \S»i. 33 
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La i^'® espéce, dont nous nous oöcuperons d'abord, comprendra les 
fonctions dérivées d'un groupe zétafuchsien G jouissant des propriétés 
suivantes: Le groupe fuchsien g étant de la 2^* ou de la 6® familles, son 
polygone générateur R^ aura des sommets sur le cercle fondamental. A 
chacun de ces sommets correspond une substitution parabolique du groupe 
g qui admet ce sommet comme point double. Les suhstitutions ainsi 
défiuies sont les substitutions paraboHques du groupe g'y les substitutions 
du groupe G qui leur correspondent en vertu de Tisomorphisme s'appel- 
leront suhstitutions critiques. Il né faut pas confondre les substitutions 
critiques du groupe G et les substitutions fondamentales de ce méme 
groupe. Les substitutions fondamentales de G seront, dans ce qui va 
suivre, celles qui correspondent aux substitutions de g qui changent un 
c6té de B^ en son conjugué ou ä leurs inverses. Les substitutions criti- 
ques de G seront celles qui correspondent aux substitutions paraboliques 
de g qui n'alterent pas Tun des sommets de la 2^* sorte de R^ ou ä 
leurs inverses. Formons pour chacune de ces substitutions critiques 
Véquation aux mtdtiplicateurs que Ton obtient, comme on sa it, en écrivant 
le tableau a double entrée des coöfllcients, ajoutant — Sk chacun des 
ternies de la diagonale principale et égalant ä o le déterminant ainsi 
obtenu. Si toutes les facines de ces équations relatives a toutes les 
substitutions critiques ont pour module Tunité, le groupe G et les fonc- 
tions zétafuchsiennes qui en dérivent seront de la i*" espéce. Soit: 

un systeme zétafuchsien et rr =^ f{z) une fonction fuchsienne ayant méme 
groupe. Nous avons vu que Z^ considéré comme fonction de x satisfait 
a une équation linéaire ä coöfficients algébriqucs. Quelles sont les condi- 
tions que doit remplir cette équation pour que le systéme (i) soit de la 
i^" espéce? Il faut et U suffit que si Von envisare les différents points 
§inguliers de cette équation, totäes les équations déterminantes correspondantes 
aient toutes leurs racines reelles. 

La seconde espéce, dont il sera question au paragraphe suivant, 
comprend toutes lés autres fonctions zétafuchsiennes. 

Je dis que si le groupe G est de la i^'* espéce, les series f du 
paragraphe (5) seront absolument oonvergent^s. 
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Gonsidérons en effet une substitution quelc3onque S du groupe G. 
Nous pourrcuis la raettre sous la formc suivantc: 

(2) s= };^'i'^ . . . 2^" 

oii les substitutions i\ , l\y . . . , S^ sont choisies parmi les substitutions 
fondamentales ou les substitutions critiques et dont les exposan ts a^ a^, ... 
sont des entiers positits. Parmi les substitutions 1\, ij? •••> ^'m il y en 
aura en general un certain nombre quc j'appellerai Tj , T^, . . . , T^ qui 
seront des substitutions critiques et j'appT3llerai jii, yS^, ..., ji^ leurs ex- 
posants. J^appellerai ;*, , 7-2 , . . . , j^^^^ les n — q exposants qui affectent 
des substitutions fondamentales. Nous allons chercher, comme dans le 
paragraphe 5, une limite supérieurc des coöfticients de S, et pour cela 
nous cnvisagerons la somme des logarithmes des exposants y9, Slog/9 et 
celle des exposants ;-, 2;*. Soit d'abord M un nombre plus grand que 
les modules des coefficients des substitutions fondamentales et de leurs 
inverses. Soit ensuite T une quelconquc des substitutions critiques, nous 
pourrons toujours la mettre sous la forme suivante: 

T = UVU'' 

oii V est une substitution canonique. J'appelle ainsi, a Texemple de 
plusieurs géoniétres, to ute substitution de la forme suivante: 

(3) (^i> ^2 9 • • • > ^py f^h^ij w*.^2, . . . , nipZp) 
ou bien, plus généralement: 

(4) (Zi , Z^ , . . . , ^y, ; ^''1^1 , '»>^Å + ^hZi , mÅ + «3^:i , • • . , »h^P + ^P^P-i) 

oii n^ est nul, si m^ est différent de m^.^ . 

J^aurai donc a considérer a part les substitutions U et les substitu- 
tions V. Je supposerai que le nombre Jf, défini plus haut, est plus 
grand que les modules de tous les coöfficients de U et de U^K 

Maintenant nous avons 

et il sagit de trouver une limite supérieure des coöfficients de V^. Si 
V est de la forme (3), tous les coöfficients de V^ ont pour modules o 



260 H. Poiocaré. 

ou I . Si F est de la foruie (4), on pourra trouver uii polynöme eiitier 
en ^ de degré p au plus, a coéfficients positifs et qui sera plus grand 
que les modules de tous les coéfficients de V^. Plus simpleraent on 
pourra toujours trouver un nombre M' assez grand pour que Texpression 
M'^^ soit plus grande que tous ces modules. Pour simplifier encore, nous 
supposerons M = ilf, en prenant pour la valeur coinmune de ces deux 
nombres, un nombre assez grand pour satisfaire a toutes les conditions 
que nous leur avons imposées. 

^ En appelant Jfj et M^ la limite supérieure des modules des coéfficients 
de deux substitutions S^ et S,, les modules des coéfficients de S^S^ seront 
plus petits que 

Si donc on se reporte a Texpression (2) de la substitution 6', on verra 
que ses coéfficients sont tous plus petits que: 

(5) {pM)^'-''e'-''^\ 

Cherchons maintenant une limite supérieure des deux exposants qui 
entrent dans cette formule, a savoir 2/- + 3? c* 2!^ ^^8 A* ^^^ ^^ ^^ trans- 
formé du point z par la substitution s du groupe g qui correspond a S. 
Joignons z et zs par un are de cercle orthogonal au cercle fondamental, 
et soit iJ la iy de cet are de cercle. Cest en fonction de B que je veux 
exprimer les limites supérieures cherchées. 

Considérons Tun quelconque des sommets du polygone B^ ou de Tun 
de ses transformés, et décrivons autour de ce sommet un petit cercle 
défini de la maniére suivante. Si ce sommet est de la i^" sorte et situé 
a Tintérieur du cercle fondamental, il devra étre le centra de ce petit 
cercle au point de vue non-euclidien: Si le sommet est de la 2**" sorte et 
situé sur le cercle fondamental, le petit cercle devra toucher le cercle 
fondamental en ce sommet méme. Je puis toujours supposer que ces 
cercles ont été pris assez petits pour n^avoir aucun point commun. Il 
arrivera alors que la i d'un are de cou^be qui ira d' un* point de Tun 
de ces cercles ä un point d'un autre de ces petits cercles, restera toujours 
supérieure a une certaine limite^. L'arc de cercle z-zs, défini plus haut, 
traversera un certain nombre de ces petits cercles et ce nombre ne pourra 
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pas étre supérieur a -r . Maintenant, si nous considérons un are de 

courbe ne traversant aueun de nos petits ecrcles et joignant deux points 
appartenant a deux eötés dififérents du polygone R^ ou d*un de ses 
transfomiés, la L de cet are restera toujours supérieure å une certaine 
limite /i. 

Voyons maintenant quelle est la signifieation géométrique des ex- 
posants jS ot y qui entrent dans Texpression (5). Uard z-zSy en allant 
du point z au point zSy traverse divers cötés appartenant au polygbne 
Bq ou a ses transformés. La substitution S peut se inettre d'une infinité 
de maniéres sous la forine (2). Nous avons d'ailleurs le droit de ehoisir 
parmi ces différentes maniéres,. celle qui nous convient le mieux; car 
ehacune d*elles nous eonduira a une limite supérieure des coöfficients. 
Voici celle que nous adopterons: Soient 6',, C,, ... , C^» les 2n eötés du 
polygone Rq] soit Bi le polygone contigu a Bq le long de 6\; soit s< la 
substitution du groupe ff qui ehange Bq en Bi, et St la substitution 
correspondante du groupe G. Les substitutions S^ S^j ..., S^^ serent 
les substitutions fondamen tales du groupe G. Cela pose, supposons que 
lare z-zs dont nous nous occuponSi sorte du polygone B^ par exemple 
par le cöté C«^, puis du polygone suivant par le cöté homologue a C^ 
et ainsi de suite jusqu'a Tavant-dernier polygone d'ou il sortira par le 
coté C^^. Nous poserons alors: 

(6) . s = &;/„,_, . . . s^5, . 

Mais ce ne sera pas encore lä la forme déiinitive que nous adopterons 
pour S. Supposons en effet que Tarc z-zs pénétre dans Tun des petits 
cercles relatifs ä Tun des sommets de la 2^' sorte et y franchisse un 
certain nombre dé cétés appartenant a B^ et a ses transformés. Tous ces 
cötés iront alors forcément aboutir au sommet de la 2^' sorte ou le petit 
cercle en question touche le cercle fondamental et ou ils se succederont 
périodiquement de la fa9on sui vante: On rencontrera d'abord un cöté 
homologue ä C^^j puis un cöté homologue ä Cx^y etc. jusqu^ä ce qu'on 
• retombe sur un cöté homologue ä Cji^; on retrouvera ensuite un cöté 
homologue ä Cx^ et ainsi de suite dans le méme ordre. Si nous réunis- 
sons ensemble les faeteurs de Fcxpression (6) qui correspondent aux cöt^s 
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rencontrés a rintéricur do ce petit cercle, ccs factcurs poui;roiit s'écrire 
de la maniére sui vante: 

% 

k est le noiiibre de cötés compris dans une période et cest préeisément 
le nombre des somuicts de R^ qui förment un inéme cycle parabolique; 
^ est le nombre des périodes; enfin 

^1 ^A . • • • '^i . '^i . 

' est Tensemble des facteurs de Texpression (6) qui förment un résidu 
n'entrant dans a ucune période; leur nombre est plus petit que k. Mais: 

est uné substitution critique, de sorte qu'on peut remplacer dans lexpres- 
sion (6) Tensemble des facteurs (7) par: 

• • • 

'^k ^X » • • • ^Jt^ ^It -^ • 
*m *m— 1 ''2 *l . 

Quand on aura fait cette operation, Texpression (6) sera devenue 
Texpression (2) définitive et il n'y entrera, comme on le voit, que des 
substitutions fondamentales et des substitutions critiques. 

Maintenant ^f est le nombre des substitutions fondamentales entrant 
dans cette expression (2). Chacune d'ellc8 correspond a une intersection 
de lare js-zs avec un c6té des transformés de R^. Quelques-unes de ces 

intersections auront lieu en dehors des petits cercles et leur nombre ne 

JR , * 

pourra pas étre plus grand que — ; les autres auront lieu ä Tintérieur 

des petits cercles. Si Ton considére d'abord les petits cercles relatifs a 
un sommet de la i ^'^ sorte, on reconn^itra sans peine que le nombre des 
intersections possibles dans chacun d'eux est limité. A Tintérieur des 
petits cercles relatifs aux sommets de la 2^'' sorte, le nombre des inter- 
sections pourrait au contraire étre illimité; mais un nombre limité d'entre 
elles seulenient se rapportent ä des substitutions fondamentales entrant 
dans Texpression (2) définitive. On a vu en effet que dans cette ex- 
pression, nous avons remplacé Tensemble des facteurs (7) par le produit 
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d'un nombre limité de substitutions fondainentales et d'une certaine puis- 
sance d'une substitution critique. Aiiisi on peut trouver une limite 
supérieure h du nombre des substitutions fondamentales entrant dans 
Texpression (2) et relatives a des intcrsections ayant lien a rintérieur 
d'un petit cercle. Il en résulte que: 



^r<«e+i). 



Quant au nombre q, il est au plus egal au nombre des petit^ cercles 
traversés; on a donc: 



^r+s,<na + ^>). 



Il faut maintenant trouver une limite supérieure de Slogy?. Consi- 
dérons un petit cercle quelconque relatif a un sommet A de la 2^*^ sorte, et 
la substitution critique T correspondante; elle entrera ä la puissanoe fi dans 
Texpression (2) définitive, et ce nombre /9 est au plus egal au nombre 
des intcrsections qui ont lieu a Tintérieur du petit cercle entré Tarc z-zs 
et cert^ins c6t6s qui vont tous converger au sommet A et qui sont tons 

m 

liomolögues entré eux. Il est aisé de trouver une limite supérieure du 
nombre de ces intcrsections. Faisons passer par le sommet A deux cercles 
AB et AC orthogonaux au cercle fondamental, B et C étant par exemple 
sur le petit cercle considéré. La L de Tarc BG de ce petit cercle pourra 
sappeler Técart des deux cercles AB et AC. Soit AB^ un c6té apparte- 
nant a Vun des transformés de R^ et aboutissant au point A\ soit AB^ 
le transformé de AB^ par la substitution parabolique du groupe g qui a 
pour point double le point A'y AB^ le transformé de AB^ par cette méme 
substitution, etc; Técart de deux de ces transformés consécutifs AB^j 
AB^^i sera une constante V. Soient maintenant B et D les deux ex- 
trémités de la portion de Tarc z-zs qui est a Tintérieur du petit cercle. 
Le point B se trouvera sur la . circonférence de cé i>etit cercle et il en 
sera de méme de I), a moins que D ne soit le point zs lui-méme, Soit 
L^ la L de Vare BD et N Técart des cercles AB et AD^ on aura: 
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et d'autre part: 



N<- ^— 



le cas de Tégalité se présentant lorsque les cercles z-zs et AD se coupent 
orthogonalernent en D. On déduit de lä: 

II 
d'ou 

log^< L^ — log2V. 

On peut trouver une quantité A, telle que pour tous les petits cercles 
relatifs ä un sommet de la 2*** sorte: 

— log 2v < i, } 
on atira alors 



T\ogp <R + k,q < r(i +^y 



Telles sont les deux limites supérieures cherchéese On en déduit que 
les coéfficients de la substitution 8 sont plus petits que 

a étant une constante. Cest le resultat auquel nous étions parvenus dans 
le paragraphe 5 et d'ou nous avions conclu la convergence des series $. 
Ces series sont done encore convergentes dans le cas qui nous oceupe. 

Ainsi les conclusions du paragraphe 5 subsistent ici. En est-il de 
méme de celles du paragraphe 6 et en particulier de Tidentité suivante: 



(«) A=z,w(g)"'=i^+ii;é^.+...+5: 



-^m 



{z — a)** 



ou Z, est une fonction zétafuchsienne et f une fpnction fuchsienne de Zj 
oii les a sont les infinis du premier membre et les A les résidus corres- 
pondants? 
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En cVantres termes Tintégrale: 

prise le long crun coutour convenablcment choisi tend ellc cncore vers o, 
lorsque ce contour se rapproche indéfiniment du eercle fondamental? 
Cela ne serait évidemment pas vrai si nous choisissions Texpression sons 
le signe J d'une fa9on tönt a fait quelconque. Nous lui imposerons 
la condition de s'annnler en tons les sommets de R^ situés sur le eercle 
fondamental; je venx dire qn'en tons ces sommets les j; fonctions 

7 7 7 

du systéme considéré multipliées par (-—) sannuleront en méme 

temps. Il existe évidemment une infinité de systémes zétafuchsiens, en- 
gendrés par deux gronpes g et G donnes et satisfaisant ii cette condition. 
Je puis supposer cgalement, niais cette fois pour simplifier seulement, 
que Texpression 



(lo) Z,{z)[ 






ne devient pas infinie le long du périmetre de li^, non plus bien entendu 
quaucune des expressions qu'on obtient en donnant a Tindice i Tune des 
valeurs 1,2, 3, ...,p. 

Cela pose, nous avons dit que Texpression (10) devait 8'annuler pour 
z = (Xiy (si a, est un sommet de la 2'^*" sorte) c'est a dire que son module 
devait tend re vers o quand z tend vers a^ en suivant Vun des cotés de 
R^. Voyons comment cette expression tend vers o. Supprimons Tindice 
i du sommet a^ et appelons-le simplement a pour abrcger. Le module 
de a sera egal a i puisque ce sommet est sur le eercle fondamental. 

Posons 



t = 



fl 



z — « 



fj étant un coOfficient convenablement choisi. 
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Nous avons vu que les fonctions fuchsiennes de z sont dans le 
voisinage de z = cny holomorphes en c', et les fonctions zétafuchsiennes 
sont de la forme 

(i i) P,e^»'(Pi + P,e^(Pa + . . . + P,e^^'(P, 

011 les O sont holomorphes en e^ et ou les P sont des polynömes entiers 
en t. Dailleurs il est aisé de voir que ^ est une quantité telle, que 
quand Targument de z est le méme que celui de a et son module plus 
petit, la valeur de t est reelle et negative; si donc z tend vers a en 
suivant un des c6tés de Ji^, é tend vers o. 
On a d'ailleurs: 

dz 

^ étant holomorphe en e*. 

Donc Texpression (lo) peut se mettre sous la forme d'une somme 
de termes de la forme sui vante: 

ou By /i et v sont des constantes. Pour que Texpression (lo) tende vers 
o, il faut et il suffit que toutes les constantes v aient leur partie reelle 
positive. 

Soit maintenf\nt R la distance de Torigine au point z, comptée au 
point de vue non-euclidien. Nous aurons 



z\ = 



HR 

e — I 

€ + I 



Supposons que Targument de ;? soit le méme que celui de a, on aura 



l'|-T^I = 1'(^"+0- 



Lorsque z tend vers a, 1'expression 



t\e 



-2Ä 
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tend vers une liiiiite finie '^. Il est aisé de voir qu'il en est encore de 

inéine quand z tend vers a en suivant Tun des cötés de B^. Il en résulte 
que Texpression 

, tendra vers o quel que soit m quand z tendra vers a en suivant les 
cötés de R^. Doii, cette conclusion, c'est qu'on peut trouver un nonibre 
M tel que Tinégalité 



|j|<3/(6^^ + C-^^+ 2) 



-h 



subsiste tout le long du périinétre de i?^. 

Considérons maintenant deux points transformés Vun de laulre z et 
zs^ et appelons ^ et i? leurs distances a Torigine éValuées au point de 
vue non-euclidien. Soit X^ le plus grand module des p quantités: 

au point Zy et soit X^ le module de Tun des .1 au point zs^. Cherchons 

une limite supérioure du rapport y . 

Nous avons vu que les coéfficiente de la substitutiou S^ du groupe 
G qui correspond ä s< étaient plus petits que: 



a étant une constante et L la distance non-euclidienne de z k zs^. Mais 
on n'a qu'a se reporter au mode de demonstration adopté, pour voir que 
dans cette expression, L peut tout aussi bien représenter la distance du 
point zs^ a un point quelconque situé dans le méme polygone que z. Si 
donc les points et z sont tous deux dans le polygone B^ , les coéfficientg 
de Si seront tous plus petits que: 



e-*. 



D'autre part on a: 



df{z8i) df{z)e"' + e^'^ + 2 



*i^ , .— 2il 



dz8i dz 6 + 6 +2 
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On (léduit de la: 



'llt . -a A' 



Si le point z est sur le périuietre de R^, on a: 

;.„ < M{e^-' + e-'-' + 2)-*. 
On en déduit: 

;, <i>iHe««(e*'' + e-*« + 2)-*. 

Nous pourrons écrire plus simplcincnt: 

Il reste a montrer maintenant que la longueur du contour d'intégra- 
tion est finie. Nous supposerons que la portion du plan limit^e par ce 
contour est formée d'un certain nombre de polygoncs transfonnés de B^. 
Le contour sera donc formé d'un Qertain nombre de cötés de ces polygones, 
et il s'agit de faire voir que Ton peut choisir ces polygones de maniére 
que le contour se rapproche indéfiniment du cercle fondamental et reste 
cependant de longueur finie. 

Pour simplifier la demonstration, nous nous restreindrons aux groupcs 
ff de la 2"**^ famille, laissant de c6té la 6° famille qui est beaucoup moins 
importante et pour laquelle d'ailleurs le resultat reste vrai. 

Pour la -2® famille, le polygone \B^j et ses transformés ont tous leurs 
sommets sur le cercle fondamental, et le contour d'intégration, quels que 
soient les polygones qui le förment, se compose toujours d'un certain 
nombre d^arcs de cercles tangents dcux a deux et orthogonaux au cercle 
fondamental. Il est aisé de voir alors que sa longueur reste toujours 
plus pe\itc que 7^^ Supposons maintenant que Ton prenne pour contour 
d'intégration le périmétre de la portion du plan formée de tous les 
polygones transformés de E^ qui sont, en totalité ou en partie, intérieurs 
au cercle K qui a pour centre Torigine et pour rayon i? (au point de 
vue non-euclidien). L'intégrale (9) est alors plus petite que: 



(a-2/i)Ä 



TT^pMé 

Si 2Ä est plus grand que a, elle tcndra vers o quand R croitra indéfini- 
ment. Cest ce qu'il sagissait de démontrer. On peut en conclureque 
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Tidentité (8), analogue a Videntité (5) du paragraphe précédcnt, subsiste 
encore dans le cas qui nous occupe. Il en est de nienie des resultats 
que nous en avons dcduits et en partieulier de la déeomposition en ele- 
ments simples des expressions telles que .1 et des fonctions zétafuehsiennes. 
Le resumé du present paragraphe, e'est qu'il n'y a aucune différence 
essenticlle entré les fonctions zétafuehsiennes que nous venons d'appeler 
de la 1^" espéce et les fonctions engendrées par les groupes fuchsiens de 
la 1^'"^° famille. 



§ 8. Fonctions de la deuxleine esj^eve. 

Dans ce qui prccéde, nous avons supposé que les fonctions zéta- 
fuehsiennes étudiées étaient de la premiére espéce, c'est a dire que les 
substitutions critiques avaient des multiplicateurs de module i. Les mémes 
resultats subsisteront-ils pour les fonctions de la deuxiéme espéce? Il est 
aisé de voir que non. 

lleprenons en effet dans ce cas la serie c du parngraphe 5. Je dis 
quelle sera divergente ou tout au moins quelle ne sera pas absolument 
convergente. En effet ne eonservons dans cette serie qu*une partie des 
termes. Soit: 



I 



une substitution parabolique 5^ du groupe ff et soit S^ la substitution 
critique correspondante du groupe G. Elle pourra toujours se mettre 
sous la forme canonique 

Ne eonservons dans la serie c que les termes qui correspondent a la 
substitution s^ et a ses puissances positives et negatives. Ces termes 
s'écriront : 



oii H est le signe d'une fonction rationnelle et ou q prend toutes les 
valeurs enticres positives et negatives. 



270 H. Poincaré. 

J'écririvi plus siinplement: 

^{q) étaiit une fonction rationnelle de q. Cette serie est évidemment 
divergeiite. 

Les resultats du paragraphe 5 ne soiit donc plu8 vrais ici, et il en 
est de méine de ceux du parygraphe 6 qui y sont d'ailleurs intiinement lies. 

Mais de ce quc ces resultats ne peuvent ctre étendus sans modification 
a la deuxiénie espéce, il ne suit pas qu'il ne peuvent étre généralisés et 
c'est ce que nous allons chercher ä faire. 

Enon^ons d*abord les resultats partiels qui subsistent sans changenient. 

I**. Les coöfficients d'une substitution Si quelconque du groupe G 
sont plus petits que -4", A étant une constante et a Tcxposant de la 
substitution S^. 

2^ Si Ton a: 

et que Ai s'annule ainsi que ses jp — i conjuguées en tous les soinmets 
de la 2" sorte de iJ^, lexpression 

oii jR désigne la distance non-euclidienne de ^ a Torigine, tend vers o 
quand z tend vers Tun de ces sommets en suivant le périmétre de B^. 
3°. Si de plus les A ne deviennent pas infirii.s le long du périmétre 
de Rq , on pourra trouver un nombre M tel que le long de ce périmétre, 
on ait: 

\A\<M{e"' + 6-'"' + 2)-\ 

4°. Le périmétre d'une figure simplement connexe formée par un 
certain nombre de transfomiés de R^ est toujours plus petit que tt^ (si 
nous nous restreignons a la 2® famille, comme nous Tavons fait précé- 
dem^nent). 

Il résulte de ce qui précéde, et Ton peut s en aésurer en se reportant 
au paragraphe précédent, que si z est un point du périmétre du transformé 
de R^ par une substitution Si d'exposant ö-, on a en ce point z: 
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Maintenant voici le probléine qu'il faudrait chercher a résoudre: 
Trouver une fonction F{z) telle que Vintégrale 



/ 



Adz 



tende vers o quand on la prend le long d'un contour convenablement 
choisi et se rapprochant indcfiniment du cercle fondamental. 

Voici le contour que nous choisirons: Considérons un cercle ayant 
pour centre Torigine et pour rayon p au point de vue non-euclidien. 
Considérons Tensemble des polygones transformés de R^ et qui sont 
partiellement intérieurs a ce cercle. Cet ensemble formera une figure 
simplement connexe dont le périmétre sera plus petit que t:^ et dont tous 
les points seront ä une distance non-euclidienne de Torigine plus grande 
que p. Nous ferons ensuite croitre p indcfiniment. 

Voyons quelles sont les conditions qu'il nous faut pour cela imposer 
a la fonction F: 

i"*. Lorsque i! tend vers un somraet de la 2^® sorte, en suivant le 
périmétre de 1?^ , F ne doit pas tendre vers o assez rapidement pour que 



A 
F 



r 

ne tende pas vers o. 

2**. Lorsque z se trouve sur le périmétre du transformé de R^ par 
une substitution d'exposant (t, son module doit étre plus grand que: 

B et C étant des constantes suffisamment grandes. 

Il est sans doute possible de trouver une pareille fonction F, mais 
ce n^est pas ainsi que nous procéderons ici. L'analogie avec la théorie 
des facteurs primaires de M. Weierstrass et avec le théoréme de 
M. Mittag-Leffler va nous conduire ä la généralisation cherchée. 

Soit en effet f{x) une fonction entiére a décomposer en facteurs 
primaires. Supposons par exemple qu'elle n'a que des zéros simples 
«! , a^j . • . , a„ , .... Pour résoudre ce probléme, on cherche a décom- 
poser en fractions simples le quotient: 
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et on obtient ce resultat par la considération de Tintégrale: 

dz f{z) 



■I 



z'^{z —x)f{z) 

prise le long d'un cerclo dont le centre est Torigine et dont le rayon 
oroit indéfiniment. 

Supposons d'abord quc Ton puisse trouver un nombre m assez grand 
pour que cette intégrale tende vers o. On trouve alors: 

f{x) ^^ ai (x — Oi) 

P{x) étant un polyn6me entier d^ordre m — i . 

Dans ce cas la fonction f{x) est dite, commff^on sait, de premiere 
espéce et de genre m. 

Si au contraire on ne peut pas trouver de nombre m assez grand 
pour qu6 rintégrale tende vers o, on fera croitre le pömbre m avec le 
rayon du cercle qui sert de contour d'intégration et on pourra toujours 
le faire croitre assez vite pour que Tintégrale tende vers o. On trouve 
alors: 

. ffij^lirnfV ^/" , +P{t)]. 

f{x) V.Å^ a^^ix — o) ' ^ ^A 

Dåns cette expression le signe 5^ se rapporte a Ténsemble des points a . 
situés a rintérieur du cercle de rayon i? et P[x) représente le polynöme 

formé des m premiers termes du développement de ^-— - suivant les puis- 

sances de x. Quand m et R croissent indéfiniment selon une certaine 
loi, le second membre tend vers une* limite qui n'est autre chose que 

f'(x) 

-rr— ^. Cest de cette expression qu'on peut déduire le développement de 

- sous forme de serie; 



- I ^^hr^-, + «(') 



f Z^ a" {x — a) 

fl étant un entier qui croit indéfiniment avec le module de a et G[x) 
étant une transcendante entiére. 
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La fonction entiére f{x) est alors de 2^* espéce. 

L'aiialogie avec le probléme qui nous occupe est évidente. Les fonc- 
tions zétafuchsiennes de i*'** espéce, dont nous avons parlé dans les 
paragraphes précédents, sont analogues aux transcendantes entiéres de 
i^'® espéce et on en obtient le développement et la décom position en 
élémente simples en reinarquant que Tintégrale: 



/( 



dz) z — 



^(^) dz 



X 



tend vers o quand le nombre m est suffisamment grand et que le contour 
d^intcgration, d'ailleur8 convenablement choisi, se rapproehe indéfiniment 
du cercle fondaniental. 

Si au contraire Z{jz) ost une fonction de 2''® espéce, on ne peut plus 
trouver un nombre m assez grand pour quMl en soit ainsi. On est donc 
conduit, au lieu de conserver a Texposant m une valeur constante, a le 
faire croitre indéfiniment en méme temps que le contour d'intégration se 
rapproehe du cercle fondamental, et cela assez vite pour que Tintégrale 
tende vers ö. 

Cela est toujours possible. Il faut toutefois faire une hypqthése sur 

la fonction fuchsienne f{0) dont la dérivée y- entré sous le signe f dans 

rintcgrale précédente. Il faut suppbser que -^ croisse indéfiniment quand 

z tend vers un des sommets de R^ situé sur le cercle fondamental, en 
suivant Tun des cötés de ce polygone. Il existe en eflFet une infinité de 
fonctions fuchsiennes admettant le groupe g et jouissant de cette propriété, 
Mais nous pouvons généraliser . un peu la forme deTintégrale consi- 
dérée en procédant de la maniére suivante. Soient f et /j les deux fonc- 
tions fuchsiennes a Taide desquelles toutes les autres sexpriment ration- 
nellement et soit F{x, y) une fonction rationnelle de x et de ;/, choisie 
de tel le sorte que: 



§y^v, a 



tende vers o quand z se rapproehe indéfiniment d'un sommet de B^ situé 
sur lo oerclo fondamental. 
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Considcrons alors Tintégrale: 



/(£)">^.é 



X 



prise le long du contour envisagé dans le paragraphe précédent et qui 
limite la portion du plan formée de tous les polygones transformés de 
Rq qui sont en tout ou en partie intérieurs au cercle dont le centre est 
o et le rayon non-euclidien B. Nous ferons croitre /i indéfiniinent en 
ménie temps que ce contour se rapproche indéfiniment du cercle fonda- 
mental, c'est a dire en méme temps que la quantité R croit elle-méme 
au dela de toute limite. 

On peut d'abord trouver deux nombres M et Å tels que le long du 
périmétre de R^j le module de Z^ soit plus petit que: 



^ 



ou 

I 



t = 



i-\z\' 



De plus nous pouvons trouver deux nombres positifs N et a tels que le 
long du périmétre de 72^, le module de 



(rO> 



soit plus petft que 

p étant la distance non-eucHdienne des deux points o et z. Le module 
de la quantité sous le signe J en laissant de c6té le faoteur: 



z X 



dont le module est essentiellement fini, est plus potit que 
le long du périmétre de R^. 
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Mais Tintégrale doit étre prisc le loiig d'un contour que nous avons 
défini plus haut, qui est formé de cötés appartenaiit a divers transformés 
de Bq et qui est d'aiileurs tout entier extérieur au cercle de centre o 
et de rayon noneuclidien B. Considérons un des cotés de ce contour 
appartenant ä un polygone Bi transformé de B^ par une substitution ^j. 
Soit zSi ce point; le point correspondant du périmétre de B^ sera^. Nous 
conserverons la notation: 

r 

t -^ 



i-\z\ 



et nous appellerons p et p les distances non-euclidiennes des points z et 
zSi au point o. 11 vient alors: • 

p'>B. 

Le module de Z au point zs^ est plus petit que le module de cette méme 
fonction au point z niultiplié par -4", Ä étant une constante convenable- 
ment choisie et a étant Texposant de la substitution s^. Quant ä 



(1)"^" 



son module se trouve inultiplié par 



e^p + 6 



'^P + 2) 



quand on ])asse du point z au point zs^. Il résulte de lä qu'au point 
zSi le module de la fonction sous le signe f est plus petit que: 

ou que 

Je puis d*abord toujours supposer que N est plus petit que i . En 
effet s'il n'en était pas ainsi, je remplacerais la fonction F que j'ai choisie 
arbitrairement parmi les fonctions fuchsiennes de groupe g par la fonc- 

tion ^. 

N 
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Si n est suffisainment grand, le facteur é*--""^^^ est égalemeiit plus 
pctit quc I, de sorte quMl reste a considérer les deux facteurs: 

On voit aisément que 

P étant un nombre convenablement. choisi, niais on peut faire croitre /i 
assez rapidement avec 22, pour que . 

€^^ log Ä — 2[xR 

tende vers — co . Dans ces conditions, la qiiantité sous le signe f tcnd 

vers o et, conime le périmétre d'intégration est fini, Tintégrale elle-inéine 
tend vers o. 

C. Q. F. D. 

Quelle conclusion devons-nous tirer de la en ce qui concerne le 
développement de la fonction Z? 
La fonction: 



\dz) 



a a Tintérieur du contour d'intégration le caraetérc d'une fonction ration- 
rielle. Nous pourrons donc trouver une fonction rationnelle Q{z) telle 
que la différence 



(i)">' 



soit holomorphe a Tintérieur de ce contour, Pour achever de déterminer 
la fonction rationnelle Q, nous supposerons que son nuinérateur est de 
degré inférieur a son dénominateur. 

Dans ces conditions, la diflférence J tend vers o lorsque fi^ et R 
croissent indéfiniment. .Cest lä, la conséquence iinmédiate de ce que 
nous avons vu au sujet de Tintégrale. 

On voit par la que la fonction Z peut avec une approximation aussi 
grande que Ton veut étre mise sous la forrae d'une fonction rationnelle 
raultipliée par une expression de la forme: 
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I (dfY 



F'' \dz) 



F et f ctant deux fonctions fuchsieiines. 

Cest tout ce que j'ai pu trouver jusqu'iei comnie extension aux fonc- 
tions de 2® espécc des propriétés que nous avons démontrées plus haut. 
Je ne doute pas qu'on ne puisse arriver un jour a une théorie plus 
cömpléte. 

En attendant, nous pouvons toujours exprimer une fonction zéta- 
fuclisienne quelconque, soit sous la forme d'une serie ordonnée suivant les 
puissances de Zj soit sous la forme du quotient de deux pareilles series. 

Soit d'abord en effet une équation linéaire: 



d^v . ^-s , v f ? v 



= o 



les ^t ctant rationnels et x et y étant lies par la relation 

<p{x, y) = o. 

On pourra toujours remplacer x et y par deux fonctions fuchsiennes f[z) 
et f-^{z)^ de la ^"** famille, choisies de telle sorte quelles satisfassent a la 
relation : 

et qu^elles ne puissent prendre aucune des valeurs qui correspondent aux 
points singuliers ni aux points ä apparence singuliére de Féquation précé- 
dente. Dans ces conditions, v sera une fonction zétafuchsienne de z ne 
devenant pas infinie a Tintérieur du cercle fondamental et développable 
par conséquent en serie suivant les puissances de z. Les coöfficients se 
calculent par récurrence. 

Supposons maintenant que Z[z) soit une fonction zétafuchsienne 
admettant des infinis a Tintérieur du cercle fondamental; elle ne pourra 
plus étre dcveloppée en serie ordonnée suivant les puissances de z et 
toujours convergente. Mais on pourra toujours trouver deux fonctions 
fuchsiennes f et F admettant le groupe g et un nombre entier niy tels 
que les deux fonctions 
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dont le quotient eöt Z, restent finies a rintérieur du cercle fondamcntal. 
Elles poiirront alors étre développées en series suivant les puissances 
croissantes de z. Quaiit aux coöfficients, on pourra les calculer par 
récurrence, ainsi que nous Tavons dit plus haut. 



§ 9. Fonctions di ver ses. 

Les fonctions zétafuchsienues, dont il a été question dans les para- 
graphes précédents, ne sont pas les seules quc Ton peut iniaginer. On 
peut construire en effet des fonctions zétafuchsiennes qui existent dans 
toute rétcndue du plan; ce sont des fonctions qui subissent les substitu- 
tions linéaires d'un groupe G quand la variable subit les substitations 
d'un groupe fuchsien g de la 2>^, de la 4**, de la 5*" ou de la 7*^ faniilles. 
On peut aussi remplacer le groupe g par un groupe kleinéen, et on 
obtiendra de la sorte des fonctions zéta-kleinéennes, existant, soit dans 
toute Tétendue du plan, soit dans un certain domaine. 

Cela suffit pour fäire comprendrc que dans les cinq mcinoires des 
Acta inatheniatica que j'ai consacrés a Tétude des transcendantes 
fuchsiennes et kleinéennes, je n'ai fait qu'effleurer un sujet tres väste, 
qui fournira sans doute aux gcométres Toccasion de nonibreuses et ini- 
portantes découvertes. 

Paris, 30 Mai 1884. 
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ZUR THEORIE DER 

STETIGEN FUNKTIONEN EINER REELLEN VERÄNDERLICHENC) 

VON 

LUDWIG SCHEEFFER 

in HOnCHBN. 
(Fortsetzung von B. 6, pag. 183 — 194.) 



In dem ersten Teile dieser Arbeit haben wir einige Erweiterungen 
des bekannten Satzes bewfesen: 

Wenn die Differentialquotienten zwder stetigen Funktionen F{x) und 
f{x) uberall endlich und einander gleich sind, so besteht die Gletdhung 

F{x) = f{x) + const. 

Wir haben nämlich (§ i) statt des Begriflfes Differentialquotient vier 
allgemeinere Begriflfe eingeföhrt, vordere obere (-D"*"), vordere unte^^e (-D+), 
hintere obere {D") und hintere untere {D_) AbleUungy und haben gezeigt, 
dass der BegriflF Differentialquotient in dem oWgen Satze durch jeden 
dieser vier allgemeineren Begriflfe ersetzt werden känn. Dadurch entstatid 
der Satz I: 

Weiss many dass zwischen den stetigen Funktionell F{x) und f{x) fär 
alle Punkte des Intervalles x^x^ die Relation 

(i) J)F{x) — Df{x) = o 



(*) Zwei inzwischen im 24^° Bände der Mathcmatischen Annalen erschienene 
Aufsätze der Herrn Harnack: und Höldkr bieten mehrfaoh BerUhrungspunkte mit don 
Torliegehden Untersuchungen. 

Äeta nuUhématiea. 5. Imprimé 11 Septembre 1884. 
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gilt^. in wdcher D eine der vier Ahhitungen D^ , D^, D~, D_, tind zwar 
fur alle Punkte dieselbe, bedeutet, so darf man schHessen, dass im gamen 
Intervdlle x^x^ 

(2) F[pc) = f{pc) + const. 

sei. 

Wir haben dann (§ 2 — 5) geaaeigt; dass der Schluss auf das Bestehn 
der Gleichung (2) unter Umständen auch dann noch zulässig bleibt, wenn 
die Gllltigkeit der Voraussetzung (i) nicht fOr alle Punkte des Intervalles 
^0^1 gGsichert ist, sei es, dass an gewissen Stellen die Grössen DF{x) und 
iyf{x) beide unendlich gross werden, öder dass ihre Gleichheit nicht nach- 
weisbar ist. Es reicht beispielsweise (§ 3 Satz IL) zur BegrOndung der 
Relation (2) aus, dass die Gleichung (i) an allén Stellen x gilt, aus- 
genoinmen höchstens eine Menge P, deren abgeleitete Menge P endlich 
eder abzählbar unendlich ist. 

Man känn nun allojemein fraoren: 

In wdehem Ufnfang, d. h. fur wie vid Punkte x muss die Gleichung 
( I ) er fullt sein, damit man — imnier unter Voraussetzung der Stetigkeit von 
F(*) und f{x) — schliessen darf dass auch die Gleichung (2) bestehe? 

Zur . Beantwortung diescr Frage siad im Folgenden einige Unter- 
suchungen angestellt, teils von der positiven, teils \oti der negativen Seite, 
von deren Ergebnissen wir als neu die nachfolgenden hervorheben: 

Gdt die Gleichung (i) fur alle irrationalen Werte von Xj so darf man 
schliessen, dass auch die Gleichung (2) besteht (§ i). 

1st dagegen die GäUigkeit der Gleichung (i) nur fur (die rationalen 
Werte von x nachgewiesen^ so besteht nicht notwendig die Gleichung (2). 
Denn es giebt stetige Funktion-en ip{x), die nicht durchaus consiant sind 
und dennoch fur alle rationalen x den Differentialquotienten Null haben; 
die Gleichung (i) wird also auch in dem verlangten Umfange befriedigty 
wenn man F{x) = f{x) + ^(^) ^dzt (§ 3). 

Ehe jcdoch wir in die Untersuchungen tiber diesen Gegenstand ein- 
treten, sei es gestattet, nachträglich noch mit einigen Worten die Ein- 
ftlhrung der Begriflfe Z)^, D^, Z)~, Z)_ zu rechtfertigen und die Zweck- 
mässigkeit dergelbea zu beleuchten. 

Es scheint ung^ dass diese Begriffe fUr eine folgerechte Darstellung 
der allffemeinen Theorie der stetigen Funktionen einer reellen Veriindcr- 
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lichen vor dem Begriffe des Diflferentialquotienten den Vorzug besitzen, 
dass die Existenz derselben a priori ftlr alle stetigen Funktionen gesichert 
ist, wie wir bei anderer Gelegenheit gezeigt haben, (') während die Exi- 
stenz eines Differentialquotienten an specielle Bedingungen geknöpft ist. 
Eine Beschränkung auf das Gebiet der differentiirbaren Funktionen und 
gleichzeitig die Einftihrung des Begriffes Differentialquotient wird, wie 
jede Beschr&nkung in einer allgemeinen Theorie, so länge thunlichst ver- 
mieden werden mössen, bis es sich herausstellt, dass dieselbe entweder 
zur Erreichung gewisser Resultate unumgänglich ist öder doch wesent- 
liche Vereinfachungen der Betrachtung nach sich zieht. Dies ist weder 
bei den frtiher von uns angestellten, noch bei den hier folgenden Unter- 
suchungen der Fall, und daher erscheint es uns angemessen, in denselben 
die allgemeinen Begriffe D^, 7)^, /)~, D_ beizubehalten. 

Dagegen kommt man bei der weiteren Entwickelung der Theorie 
sehr bald an eine Stelle, wo das Aufgeben der allgemeinen Begriffe und 
die Einftihrung der speciellen zur Notwendigkeit wird. Und gerade da- 
durch, dass man die Einftihrung des Differentialquotienten bis zu diesem 
Punkte verschiebt, erreicht man den Vorteil, dass sich dieser neue Begriff 
nun ohne jede Willktirlichkeit und gleichsam von selbst efgiebt. Der 
Fall tritt ein, wenn man mit den abgeleiteten Funktionen Z)+, D^, D~, D_^ 
ahnliche Untersuchungen, wie mit den urspriinglichen vornehmen und 
daher gewisse Forderungen in Betreff ihrer Stetigkeit stellen will. Es 
zeigt sich nftmlich erstens, dass, wenn eine der 4 abgeleiteten Funktionen, 
etwa D^f{x), hur Unstetigkeiten erster Ärt aufweist, d. h. wenn an allén 
Stellen Grenzwerte 

V\mD^f{x + s) und l\m D^f{x — s) 

£-0 c=0 

existiren, notwendig tlberall die Glcichungen 

D^f{x) = DJ{x) und D^f{x) = D^f{x) 

bestehn; und zweitens, dass, wenn eine der abgeleiteten Funktionen durch- 
aus stetig ist, durchweg die Gleichungen 

J)*f{x) = DJ{x) = D-f{x) = D_f{x) 



• 

(*) Acta Mathcmatica, B. 5) P- 5^- 

Ada mathematiea. 5. Iiuprimé 11 Sept€mbre 1884. 36 
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gelten. C) Ftthrt man nun im ersten Falle fnr die paarweise cinander 
gleichen Funktionen die Bezeichnungen f'^{x) und fL{oC')y im zweiten Falle, 
da auch diese beiden Funktionen einander gleieh sind, die Bezeichnung 
f'{x) ein, so hat man die Begriffe vorderer Differentialquotient, hinterer 
Differentialquotient und DifferetUialquotient gewonnen. Man gélangt aho zu 
der Beschränkung auf differentUrbare Funktionen und zuni Begriffe j>Differen' 
tialquotienti> ganz von selbst dadurchy dass man nur die Stetigkeit einer der 
abgdeiteten Funktionen verlangt. Eine ohne Zweifel äusserst merkwördige 
Thatgache! 

Soviel tiber die Zweckmässigkeit der Begriffe D"*", D^., D", D__ fQr 
die folgerechte Entwickelung der Theorie der stetigen Funktionen. Was 
die Ntltzlichkeit derselben för andere Untersuchungen betrifft, so sei es 
gestattet, auf einige unserer Theoreme öber Rectificirbarkeit der Curven, 
besonders auf das Theorem IV (Acta Mathematica, B. 5, p. 62) hin- 
zuweisen, aus welchem hervorgeht, dass von dem Verhalten der Ableitungen 
D^f[x)j ... die Existenz der Länge einer durch die Gleichung y = f{x) 

• 

definirten Curve abhangen känn in Fallen, wo der Differentialquotient der 



/v/" + m 



Funktion f{x) und mit ihm das Integral / t/i + (^\ dx völlig un- 

bestimmt ist. 

Wir gehn nun zu den eingangs angekdndigten Untersuchungen Qber. 



§ I. 

Satz IV {Erweiterung des Satzes Ila). Wenn man von zwei im Inter- 
valle XqX^ tiber all stetigen Funktionen F{x) und f{x) weiss, dass die Qe- 
sammtheit der Stellen x, an denen die vorderen oberen Ableitungen D'^F{x) 
und D'^f{x) {öder die vorderen unteren etc.) entweder nicht beide endlich 



(') Beide Sätze siad uDmittelbar aus UDserem Hiilfssatz III (Acta Mathcmatica, 
B. 5) P* 190) abzuleiteD; der zwcitc findet sich auch bei Dixi {Fondatnenti. p. 196, 3^). 
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oder nicht einander gleich sindj höchstens eine abzäUbar unendiiche Menge P 
bUdety so ist im ganzen Intervall 

F[x) = f{x) + const. 



Beweis. 

Es sei an allén Stellen des Intcrvalles x^x^ mit Ausnalune der 

Punkte P 

D^F{x) = D^f\x). 

Wir bilden die Funktion 

if.^x) = ex + F{x) — f{x\ 

in weleher c eine willkQrliche positive Constante ist. Dann wird, wenn 
x kein Punkt der Menge P ist, notwendig 

Der Beweis ist von p. 184 des ersten Teiles dfeser Arbeit unmittelbar zu 
ftbertragen. 

Wir behaupten, dass die Diflferenz 

in^) - n-^)] - [n^o) - f{^.)\ 

im Intervall x^x^ an keiner Stelle negativ werden känn. Nehnien wir 
nämlicli an, dass fflr x = x' die Gleichung 

[F(^) _ f{x)] - [F{x.,) -/(:r.)l = -H 

erfollt wäre, \vo H eine positive Grösse ist, so gelangen wir auf folgende 
Art zu einem Widcrspruchc. 

Es sei o < w < i7, G = • Dann wird der Wert der FunktiorT 

<fc{^) — ^c.{^q) ^11 der Stelle x = x' kleiner als — tj sein, falls nur die 
positive Constante c kleiner als C ist. Es wird folglich, da die Differenz 
ipc{^) — ^c{^o) ^^^ ^ = ^0 ^^" Wert o hat, im Intervall x^x' eine Stelle 
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Xc existiren, welche die obere Grenze aller derjenigen Punkte ist, an 
dcnen fc(^) — ^'cl-^o) = — 7 ^®*' ^" dieser Stelle x^ ist erstens 

wegen der Stetigkeit der Funktion fc(^)? u"<l zweitens 

« 

fQr alle Werte fe zwischen o und x' — x^^ folglich auch Z)^jr^(a;J <^o. 
Der Punkt x^ muss also zur Menge P gehöreq, denn för alle anderen 
Punkte ist, wie vorher gezeigt, D^ (p c{^) >_ c . Geben wir der Constanten 
c eincn anderen Wert c^ so wird sich auf dieselbe Weise eine Stelle x = x^^ 
bestinimen lassen, und es ist leicht einzusehn, dass x^^ nicht gleich x^ sein 
känn. Denn die Grösse x^ muss der Gleich ilng 

die Grösse a;,, der Gleichung 

genögen; jede dieser Gleichungen f(ir sich zeigt, dass x nicht gleich x^ 
sein känn; die durch Subtraktion der Gleichungen sich ergebende Relation 
känn daher nur erfttllt sein, wenn c = c^ ist. Wir sehn hieraus, dass 
nicht nur jedem Werte von c, der zwischen o und C liegt, ein bestimm- 
ter Wert x^ aus der Menge P entspricht, sondern dass auch verschiedenen 
Werten von c imraer verschiedene Werte von x^ entsprechen. Dies ist 
aber mit der Voraussetzung, dass die Menge P höchstens abzählbar un- 
endlich sein soUte, unvereinbar. Denn denken wir uns die sämmtlichen 
Werte von Xj die zur Menge P gehören, in eine einzige Reihe geordnet 

und bilden aus dieser eine neue Reihe P, indem wir ordnungsmÄssig 
alle diejenigen Elemente der ersten Reihe auswählen, welche irgend einem 
Werte von c als zugehöriges x^ entsprechen, so mtisste jedem zwischen o 

und C gelegerien Werte von c ein Element der Reihe P und jedem Ele- 
ment der Reihe P ein Wert von c entsprechen, d. h. es wtirde eine 
gegenseitig eindeutige Correspondenz stattfinden zAvischen den Elementen 

der abzählbaren Menge P einerseits und den Elementen der continuirlichen 



Zur Theorie der stetigen Funktionen einer reellen Veränderlichen. 285 

Wertiiienge c andererseit. Herr G. Cantou hat aber (Bokchaudt's Jour- 
nal, B. 77, p. 260) in aller Strenge bcwiesen, dass eine derartige Zu- 
ordnung unmöglich Lst. 
Die Annahme 

{F{x^) - /•(..')! - (n^o) - 1{^.)\ = - Ä 

enthiUt also cinen Widerspruch gegen die Voraussetzung. Durch Vertau- 
schung von F und f wird uninittelbar ersichtlicli, dass auch die Annahnic 

\h\x-) - f{:x-)\ - [F{x,) - f{x,)] ^ U 

unzulilssig ist. Es muss daher för jeden Wert von x' 

[F(x)-/-(x)|-[F(xJ-/-K)] = o 

sein, womit der Satz IV vollständig bewiesen ist. 



Der Satz IV ist weit allgemeiner, als die biéher bekannten Sätze 
dieser Art, speciell weit allgemeiner, als unser Satz II«, der in jenem 
enthalten ist. 

Soviel wir wissen, hat man sich bisher* im Weseptlichen darauf be- 
schränkt, sogenannte »Punktmengen erster Art» als Ausnahmestellen an- 
zunehmen, indem mau nachwies, dass die Gleichheit zweier stetigen Funk- 
tionen — abgesehn von einer additiven Constante — aus der Gleichheit 
der Ableitungen gefolgert werden darf, wenn die Stellen, wo diese Ab- 
leitungen unendlich gross sind, höchstens eine Menge Derster Arti> bilden. 
Unter ein Menge »erster ArtD wird jede Menge verstanden, deren sticcessive 
abgeleitete Mengen von einer bestimmten endlichen Ordnung ab ver- 
schwinden. 

Unser Satz IL enthielt die Erweiterung von den Mengen »erster Art» 
auf alle »reduktibeln» Mengen. Unter »reduktibeln» Mengen verstehn 
wir — mit Herrn G. Cantor — diejenigen, deren erste abgeleitete Menge 
abzählbar ist, öder, wa^ dasselbe ist, diejenigen, deren successive abgelei- 
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tete Mengen von einer bestiininteu Ordnung a ab verschwinden, wo a 
eine endliche oder eine ttberendliche Zahl der zweiten Zahlenklassc ist.(^) 

Herr Cantor hat gezeigt, (^) dass alle Mengen erster Art und ttber- 
haupt alle reduktibeln Mengen abzSlhlbar sind, wahrend durchaus nicht 
alle abzahlbaren Mengen reduktibel sind. Aus dem eben bewiesenen 
Satze IV geht nun hervor, dass nicht die Reduktibilitat, sondern die 
Abzahlbarkeit der Menge P in unserem Falle das Wcsentliche ist. Und 
es ist bemerkenswert, dfiss der Satz IV, gerade weil er nur diese wesent- 
liche Eigenschaft der Menge P enthUlt, sich einfacher hat beweisen lassen, 
als der Satz ila, obwohl der letztere weniger innfassond und ganz und 
gar in jenem enthalten ist. 

Als Anwendung des Satzes IV heben wir den Fall hervor, dass fttr 
die Menge P die Menge aller rationalen Zahlen genominen wird, die nach 
Cantor (Borctiardt's Journal, B. jjj p. 258) abzahlbar ist. Man er- 
halt dann den Satz: 

Wenn man von zwei stetlgen Funktionen F{x) ufid f[x) weiss, dass 
die vorderen oberen Ableitungen {oder die vorderen unteren etc) fur alle irra- 
tionalen Werte von x endltch und einander gleich sind^ so unterscheiden sich 
die Funktionen mir durch eine additive Konstante^ 
und weiter: 

Eine stetige Funktion^ die fur alle irrationalen Werte von x den Dif- 
ferentialquotienten NuU hat, ist eine Konstante. 

Es folgt hieraus z. B. unmittelbar, dass fUr die RiEMANN^schc Funk- 
tion («) 

*■(.) = i <-^ 

w=l 

nur eine einzige Funktion existiren känn, welche die charakteristischen 
Eigenschaften des Integrales 

fF{x)dx 



(*) Acta Mathcniatica^ B. 2, p. 409, Thcorenic B und C. 

(*) Mathcmatischc Annalcn, B. 2i, p. 53, Theorcm II. 

O Ueber die Darsiellharkeit e. F. d, e, trigou. E, J3qs, Wcrkc, p. 228. 
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hat, an der Stolle a^ = o zu verschwinden und an allén Stellen, wo F{x) 
stetig ist, den DiflPerentialquotienten F{x) zu besitzen. Denn F{x) ist 
jedenfalls fQr alle irrationalen Werte von x stetig, und damit ist bereits 
die Bedingung fttr die Anwcndbarkeit der vorstehenden Satze erfftUt. 
Ueberhaupt dttrfte der Satz IV weitaus fOr die meisten Fillle hinreichen, 
wo man sonst auf den schwerfäl ligen Satz IL (resp. die bereits fröher 
bekannt«n Analoga desselben) angewiesen war. 



§ 2. 

Die Frage, deren Beantwortung wir eingangs als das Ziel unserer 
Untersuchungen hingestellt haben, lautete: In welchem Umfange iniiss 
die Gleichung D'^F{x) — D^f{x) = o erfuUt sein, damit der Schluss 
F{x) — f{x) = const.* gezogen werden darf? 

Diese Frage wörde als voUständig bcantwortet anzusehn sein, wenn 
sich im Anschluss an den Satz IV Folgendes nachweisen liesse: Bedeutet 
P eine im Intervall x^x^ beliebig gegebene Menge von Werten Xy deren 
Mächtigkeit Mher, als diejenige der abzählbaren Mengen ist, so existiren 
iinmer stetige Funktionen ^{x)y welche nicht im ganzen Intervall x^x^ 
constant sind und dennoch an allén Stellen, die nicht zur Menge P ge- 
hören, den Differentialquotienten Null besitzen. 

Der Nachweis der Existenz solcher Funktionen ^{x). ist uns indes 
nicht in voUer AUgemeinheit, sondern nur unter der Voraussetzung ge- 
lungen, dass die Menge P entweder selbst ))j>erfekt7> ist öder doch einen 
7>perfekteny> Bestandteil enthält. Die von uns aufgeworfene Frage wird 
also im Folgenden nicht voUständig erledigt; denn es bléibt der Fall 
ttbrig, dass die Menge P von höherer als der ersten Mächtigkeit ist, ohne 
einen perfekten Bestandteil zu enthalton. Freilich ist es zweifelhaft^ ob 
solche Mengen ftberhaupt vorkommen können; Beispielc dieser Art 
dttrften wenigstens bisher nicht bekannt sein. SoUtc es sich daher in 
der weiteren Entwickelung der Mengenlehre herausstellen, dass wirklich 
jede Punktmenge, deren Mächtigkeit höher als diejenige der abzählbaren 
Mengen ist, einen perfekten Bestandteil enthält, so wQrde damit gleich- 
zeitig der letzte Schritt zur Beantwortung unserer Frage gethan sein. 
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Bei dem gegenw&rtigen Standpunkte der Theorie muss jedenfalls die Be- 
dingung, dass die nicht abzEhlbare Menge P einen perfekten Bestandteil 
enthalten soUe, ausdröcklich angegeben werden. 

Eine j>perfektej> Menge ist nach der Definition von Herrn Cantor 
eine solche, welche ihrer ersten abgeleiteten Menge gleich ist Sie wird 
allgemein gegeben vermittelst einer endlichen öder unendlichen Reihe von 
Intervallen i^ i^, ..., die so gewahlt sein mQssen, dass sie einander 
sämmtlich ausschliessen und auch nicht mit ihren Endpunkten an einander 
stossen. Es bilden namlich bei beliebiger Annahme solcher Intervalle 
i^y ij, . .. diejenigen Punkte, welche im Inneren keines einzigen Intervalles 
liegen, stets eine perfekte Menge, und umgekehrt lässt sich zu jeder 
anderswie definirten perfekten Menge eine Reihe von Intervallen i^,i^j... 
bestimmen, von denen die Menge in der angegebenen Weise abhangt. 

Eine perfekte Menge wird beispielsweise gebildet durch die Gesammt- 
heit aller derjenigen Zahlen, die sich als endliche öder unendliche Deci- 
malbrllche so schreiben lassen dass die Ziffer 5 nicht vorkommt. Die 
Intervalle i^, f^, ... sind in diesem Falle, wenn wir nur die Strecke von 
o bis I beröcksichtigen, folgendermassen durch ihre Anfangspunkte 4^^, f^, ... 
und ihre Endpunkte fj, fj, ... gegeben. Erstere sind die sammtlichen 
endlichen Decimalbrtiche, die mit einer 5 abschliessen, ohne dass eine 
solche schon vorher auftritt; letztere entstehn aus den ersteren, indem 
man die 5 in eine 6 verwandelt. Die fp f^i •••> welche als Anfangs- 
punkte der Intervalle i^, i^, ... noch zu der perfekten Menge gehören, 
erfQllen die in der Definition gestellte Forderung, keine 5 zu enthalten, 
wenn man 499 ... statt 5 schreibti 

Eg sei nun zwischen cc^ und x^ eine beliebige perfekte Menge P ge- 
geben. Wir stellen uns die Aufgabe,. eine durchaus stetige Funktion 
zu bilden, die, ohne im ganzen Intervall konstant zu sein, doch nur an 
Punkten der gegebenen Menge P einen von Null verschiedenen Dijfferen- 
tialquotienten besitzt. 

Ist die Menge P in irgend einem Intervall der Strecke x^x^ »öberall 
dichtij), so fQllt sie dieselbe, da sie perfekt ist, stetig aus. In diesem 
Falle liegt die Lösung unserer Aufgabe auf der Hand. Wir nehmen also 
an, die Menge P sei in keinem Intervalle »Oberall dicht», eine Eigenschaft, 
welche unter anderen auch der vorher al^ Beispiel angeftthrten Menge 
zukommt. 
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Unter dieser Annahme ist die gestellte Aufgabe för einige specielle 
Meiigen bereits in unseren Untersuchungen tlber Rectification, ganz all- 
gemein aber von Herrn Cäntoh (Acta Mathematica, T. 4, p. 385) 
gelöst. Wir geben irn Folgenden eln Verfahren, welches vielleicht etwas 
anschaulichcr als dasjenige von Cantor ist und tVberdies fftr die iin 
nachsten § folgenden Anwendungen einige Vorteile bietet. 

Zii dem Zwecke bezeichnen wir die Anfangs- und Endpunkte der 
Intcrvallc i^, i^, . . . , durch welche die perfekte Menge 7^ bestiinmt ist, resp. 
mit Cl, C2J • • • wi^d fj, fjj • • • • Die ?„, f^, $1 bilden unendliche Reihen, da 
sonst die Menge P ganze Intervalle stetig ausfttUen wttrde. Wir denken 
uns diese Reihen auf irgend eine Weise geordnet, z. B. nacb der Lilnge 
der Intervalle i^ und im Falle der Gleichheit mehrerer Langen nach der 
Grösse der entsprechenden f^,. Jedem Intervalle i^ ordnen wir zwei andere 
il und iy zu, indem wir mit il dasjenige der u — i vorhergehendcn In- 
tervalle il, ?2, ..., i^_i bezeichnen, welches dem i^ zunRchst links liegt, 
mit il' dasjenige, welches dem ?„ zunächst rechts liegt; resp. jedesmal, 
wenn i^ das am wcitesten links gelegene der u Intervalle i^ i^, . . . , iy ist, 
mit il den Punkt x^j und wenn i^ das ani weitesten rechts gelegene In- 
tervall ist, mit il den Punkt x^. 

Die Funktion <p{x) definiren wir nun der R^ihe nach far die ein- 
zelnen Intervalle i^, ij, ... folgendermassen, Die Werte ^^{Xq) und ^'(o:,) 
werden willktirlich, aber von einander verschieden angenommen. Ftir 
alle Punkte des Intervalles i^ (einschliesslich ^^ und $\) sei 

und allgemein för die Punkte des intervalles iy (einschliesslich ^^ und $1) 

Jeder Wert Xy der in keinem der Intervalle /j, i^j . . . liegt, hat die Eigen- 
schaft, dass in jeder Nähe desselben unendlich viele jener Intervalle liegen; 
denn die gegebene perfekte Menge ist nach Voraussetzung in keiner 
Strecke »tiberall dicht». Wir ordnen jedem derartigen Werte von x eine 
unendliche Reihe von Intervallen ij, ig, ... zu, indem wir if = i, setzen 
und allgemein i^^i als das erste Intervall der Reihe /j, i^, ... definiren, 

Äda mathematica. 5. Impriiné 13 Septeiubre 18&1. 37 
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welches zwischen i^ und x liegt, Dann ist offenbar rr = lim^ = liinf^', 

V=QO V= QC 

und wir definiren nun <p{x) durch die Glelchung ^'(o:^) = rnn^(i^). Dass 

nriinlich der Grenzwert auf der rechten Seite existirt, folgt daraus, dass 
die Differenz ^^i^+i) — ^(^y) f^r alle Werte von v dasselbe Vorzeichen hat. 

Die Funktion (p{x) ist jetzt fOr alle Punkte des Intervalles x^x^ 
eindeutig definirt. Wir beweisen — was tibrigéns, wenn man die Curve 
y = <ff{x) betrachtet, direkt aus der Anschauung folgt — , dass ^'(^) durch- 
aus stetig ist. Nach beliebiger Annahrae der Zahl n känn nainlich eine 
Zahl m„ jederzeit so bestimmt werden, dass die Strecke x^^x^ durch die 

Punkte fl, $21 - ' ' 9 fi»« "^^ 5i7 ^2j ' - ' 9 Sm. '^^ lutervalle getcilt wird, in 
deren jedem die Differenz zwischen Anfangs- und Endwert von <p{x) 

ip(x ) ^(^ ) 

höchstens gleich — ^- — ;; ^ ist. Denn angenommen, es wäre zu der 

Zahl n eine solche Zahl m„ bestimmt, so brauchen wir m„^^ nur so gross 
anzunehmen, dass zwischen je zweien der Intervalle rTo, ij, ia^ ..., r„^, x^ min- 
destens eins der Intervalle i„,^^,, i^.+a, -.., if„,^y liegt. Dann wird nftm- 
lich för jede neu entstandene Teilstrecke die Differenz zwischen Anfangs- 
und Endwert nach der Definition der Funktion tp{x) höchstens halb so 
gross, als för die ursprtinglichen Teilstrecken, d. h. höchstens gleich 

— ^ — ;^:jri — — sein. Es wird also, da fttr n = i offenbar m^ = i gesetzt 

werden darf, in der That fttr jedes n die Zerlegung der Strecke -x^x^ in 
Teilstrecken möglich sein, in deren jeder die Differenz zwischen Anfangs- 

und Endwert der Funktion ip{x) höchstens gleich — ^ — ^j^ — ^ ist. Hier- 

aus folgt unmittelbar die Stetigkeit von ip{x^^ wenn noch berl\cksichtigt 
wird, dass diese Funktion durchaus monoton ist und daher in jedem In- 
tervall nur solche Werte annehmen känn, die zwischen dem Anfangs- 
und Endwerte liegen. 

Die Funktion ^\x^ erftillt, wie wir jetzt erkennen, alle gesteliten 
Forder ungen: sie ist stetig, ist nicht im gamen Intervall x^x^ consfant und 
besitzt an allén Stellen, die nicht m der gegébenen perfekten Menge P ge- 
hören, den Differentialquotienten NulL Hiermit ist allgemein nachgewtesen, 
dass der Schluss F{x) — f{x) = const. unstatthaft wird, sobald die Gesammt' 
heit der Stellen, fiir welche die Gultigkeit der Gleichimg DF{x) — T^f{x) = o 
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(pder aiich der Glekhuug F\x) — /''(•^) = o) nkJU nachweisbar isfy (ds Be- 
standteU eine perfekte Menge P enthält; denn legen wir bei der Bildung der 
Funktion (['{x) eben diese Menge P zu Grunde, so ist aucli unter der An- 
nahme P\x) — f(^x) = <p{x) die Gleichungen DF{x) — Df{x) = o (resj). 
F\x) — f\x) = o) in dem geforderten Umfang erfällt. 

Hat die perfekte Menge P eiiien von o verscliiedenen Inlialt 3» d. h. 
ist die Suinuie der Liingen der Intervalle ip /.^, . . . kleiner yls x^ — x^y so 
känn nian mit Cantok einfaeher 

4^{x.) = %{x) = {x — x,) — Yk 

(•To) 

setzen, wo die Suniine sieh auf alle diejenigen Intervalle i^ resp. Be- 
standteile solcher Intervalle erstreekt, welelie sicli zwisehen x^ und x 
befinden. Diese Funktion hat die Ei<jjentuniliehkeit, dass der Wert des 

Quotienten — ^-^ fur alle Werte von x und li zwisehen o und 

I liegt, dass also keine der 4 Ableitungen 7)^, 7)^, D~, Z)_ jemals kleiner 
als o öder grösser als i wird. Hieraus folgfj dass wenn die Gcsammtheit 
der Stelleny fur weJche die GuUigkeit der Gleichung I)F{x) — Df{x) ■-= o 
{resp. F\x) — f'{x) = o) nicJit nachweisbar ist, als Bestandteil eine jwrfekte 
Menge mit von Null verschiedenem Inhalt besitztj der Schluss F[x) — f{x) = o 
selbst dann unzulässig bleibt^ wenn man von den Funktionen P\x) und f{x) 
ausserdem noch weisSy dass thre Ableituujjcn durchweg unter einer besfimmten 
endlichen Grenze liegen sollen. 



§ 3- 

Wir wollen aus den im vorii]jen S an<]jestellten Betraehtunsen einijre 
weitere Schliisse ziehn. Zu dem Zweeke brauehen wir fol^enden 

Hulfssatz aus der Mengenlehre. Es set P eine beliebige perfekte Menge, 
welche in keinem Intervall uberall dicht isfy II eine beliebige abzählbare Menge. 
Subtrahirt man van allén Elementen der Menge P eine Kojistante 0, so ent- 
steht eine aus den Werten x — a gebildete neue Menge P^ . Es lässt sich 
dann die Konstante a zwisehen beliebig gegebenen Grenzen immer so besfin> 
men, dass die Menge P„ keinen einzigen Wert der Menge B enthält. 
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BeAvet8. 

Wir bezeiclinen wieder die Reihe der fiir die perfekte Menge P 
chiiriikteristischen Iritervalle in bestiinmter Ordnung mit ?,, i^, . . . , die An- 
fangspunkte mit f^ f^» • • • ? ^^^ Endpunkte mit Ci? C2> • • • ; die Elemente der 
abzählbaren Menge Ä seien, ebenfalls in bestimmter Ordnung, .Tj, rr^, rTg,...; 
c*i und c\ (cj > c?,) seien die willkiirlich gegebenen Grenzen, zwischen denen 
die Konstante a lie^jen soU. Wir betrachten nun das Intervall von 
o; = j^j + ^1 bis X =i x^ + ^i- Entweder ist dieses Intervall giVnzlich in 
einem der Intervalle /,, ij, . . . enthalten resp. filllt mit einem solchen zu- 
sammen, in diesem Falle setzen wir c^ = c^^ d^ = cj; öder es giebt unter 
den Intervallen ij, i^, . . . solche, die sammt ihren Grenzen ganz und gar 
im Innern der Strecke {xi + c^^ x^ + ^I) liegen, in diesem Falle setzen 
wir, wenn i^^ d«n8 crste derartige Intervall der Keihe ij, /j,... ist, c2 = St^ — Xi, 
C2 = ci, — ^1- (O W^ betrachten nun zweitens das Intervall von x = X2-\- c^ 
bis a; = 0^2 + ^2- Auch dieses Intervall ist entweder gänzlich in einem der In- 
tervalle ij, ij, . . . enthalten resp. fällt mit einem solchen zusammen, in diesem 
Falle setzen wir Cg = O2, rj = Cj*, öder es giebt unter den Intervallen 
i^, i^y , . . solché, die sammt ihren Grenzen ganz und gar im Inneren der 
■ Strecke {x^ + ^2> ^2 + ^i) liegen, in diesem Falle setzen wir, wenn i^.^ das 
erste derartige Intervall der Reihe i^, z^, . . . ist, ^3 = ?^^ — .Tg» ^3 = ci, — ^2- 
Durch Fortsetzung dieses ProcessOs erhalten wir zwei unendliche Reihen 

^1) ^2' ^3' • • • ^^^ ^1' ^2' ^3' • • • ^'^^ ^^^ -^^*' ^^^^ ^^^ jedes v cj > c^ und 
ausserdem entweder gleichzeitig c^^i > c^ und cl^^ < c^ öder gleichzeitig 

6^+1 = Cy und cl^i = c^ ist. Die Elemente beider Reihen haben daher fttf 

y == cx) bestimmte Grenzwerte c und c', und zwar wird in dem Falle, dass 

c — c' ist, diese Grösse grösser als a7/e c^ und kleiner als a7/6 c^ sein. Nehmen 

wir jetzt die Konstante a zwischen c und c' an, resp. gleich c und c', falls 

diese beiden Grössen einander gleich sind, so ist diese Konstante unter allén 

Umständen grösser als alle c^ und kleiner als alle cl, d. h. es werden alle 

C) Ein dritter Fall känn nicht cintreten; dcnn wonn unter den Intervallen *i, i,, ... 
sich ein solcbes bcfindet, dcssen ciner Endpunkt mit einem der Punkte x^ + c^ odcr x^ + c^' 
zusammenfällt, während der anderc Endpunkt zwischen diesen beiden Stellen liegt, so giebt 
es iiumer auch solche Intervalle iy, die mit ihren beiden Endpunkton ganz und gar im 
Inneren der Strecke (x^ + <5j , «j + c^) liegen. 
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Grössen c^ — a negativ und alle Grössen c[ — a positiv. Nun sind flir 
jeden Wert von v alle inneren Punkte der Strecke von x —' x^ -{- c^^^ bis 
X =z X., -^^ f^^i zugleich innerc Punkte eines der fttr die Mengc P charak- 
teristischen Intervalle /j, Z^, ...; alle inneren Punkte der Strecke von 

ir = :r^4-^v+i — öt bis :c = a;^ + ^v+i~~^ ^^^^ folglich zugleich innere Punkte 
eines der fttr die Menge P„ charakteristischen Intervalle; es wird also auch 
der Punkt x^ selbst im Inneren eines der fOr die Menge P^ charakteristischen 
Intervalle liegen, d. h. nicht zur Menge 1\ gehören. W. z. b. w. 

Aus dem eben bewiesenen Satze geht z. B. hervor, dass es perfekte 
Mengen giebt, die nur aus irrationalen Werten bestehn; denn die ratio- 
nålen Zahlen bilden eine abzählbare Menge i?, und wir erhalten daher 

« 

eine Menge von der gewttnschten Art durch Verininderung aller Eleinente 
einer beliebig gegébenen perfekten Menge P (die nur in keinem Intervall 
tlberall dicht sein darf) um eine geeignete Konstante a. 

Verbinden wir diese Resultate mit denjenigen des vorhergehcnden §, 
so ergiebt sich Folgendes: 

Ist (p[x) irgend eine stetige Funktion von der im vorigen § angegebenen 
Art, d. h. eine solche, die, ohne durchaus konstant zu sein, doch an ollen 
Stellen mit AusnaJime der perfekten Menge P den Differentialqtwtienten Null 
hat, so lässt sich eine Konstante a zwischen zwei beliehigen Grenzen c^ und c[ 
so heslimmen, dass die Funktion (p{x •{- a) jeden falls an allén Stellen, die 
zu der tvUlkurlich gegébenen abzählbaren Menge R gehören, den Differential- 
quotienten Null besitzt. 

Insbesondere gilt der Satz icenn man fur R die Menge aller rationalen 
Zahlen ninimt. 

Legt man eine perfekte Menge P mit von Null verschiedenem Inhalt 3 ^^ 
Grunde und setzt (p{x) = 3(x), so hat die Funktion (p{x -\- a) uberdies die 
Eigenschaft, an allén Stellen durchaus endliche Äbleitungen zu besitzen, da 

allgemein o < ^-^ ^ — ^-^-^ <^ i tst. 

Ist daher zwischen zwei stetigen Funktionen F{x) und f{x) die Bela- 
tionen DF{x) — Df{x) = o resp, F'{x) — f\x) = o nur fur eine abzäld- 
bare Menge von Punkten, etwa fur alle rationalen Werte von x , nachgewiesen, 
so darf man nicht schliessen, dass F{x) — f(^x)= const. sei, selbst dann 
nicht, ivenn man von den Funktionen F{x) und f[x) ausserdem noch weiss, 
dass ihre Äbleitungen uberall unterhalb einer bestimmten endlichen Grenze 
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Uegen; denn alle diese Beding ungen werden auch fur F{x) — fi^x) = ip{x-\-a) 
erfullL 

Wir woUen den Fall, dass R die Menge aller rationalen Zalileii bc- 
deutct, iioch etwas nriher iiis Augc fasscn. Nirnint inan bei der , iin 
vorigcn § angegcbcnen Konstruktion der Funktion if^{ji') flir (/^{Xq) und 
^{x^) rationale Wcrte an, so wird die Funktion Oberhaupt an allen 
niclit zur Mengc P gehörigen Stellcn rationale Werte. besitzen. Die 
Funktion (p{x -^ a) wird also fur alle rationalen x selbst rational sein. 
Man erliält fiir jedcs gegebene rationale x = x„ den Wert yon (/^{x^ + ^^ 
dureh einc endliche Anzahl yon Operationen, was wir ausdrucklieh her- 
vorheben. Denn naehdeni die Lage und Reihenfolge der Intervalle /j, Z^,..., 
die Reihenfolge aller rationalen Zahlen j^j,^^, ..., und die Werte der 
beiden Konstanten c^ und c[ einnial festgesetzt sind (ttbrigens yillkftrlicb), 
braucht nian nur die u Intervalle i^.^, ?'^.^, . . . , i^^ nach einander zu bestini- 

men und <p(ik) 55U bereehnen; dann ist offenbar ^'(x^ + a) = (/^{u)' 

Es ist hierndch möglichj der Menge aller rationalen Werte x^, j-.^, . . . 

rationale Werte y^j y^y - - - ^^ zuzuordncnj dass m jedem x^ das enfsprechende 

y^ durch eine endliche Anzahl von Operatio7ien gefunden wird, und dass zu- 

* gleich die Gesammtheit der Werte y eine stetige Funktion von x darsfellt, 

deren Differentialquotient an alleti rationalen Stellen gleich Null ist. 



Die jr rationalen Zahlen werden von einigen Matheniatikcrn aus dem 
Gebiete der Analysis ausgeschlossen. Da indes die gewöhnlieben Methoden, 
welche bei Begrttndung der Prineipien der Integralreehnung angewendet zu 
werden pflegen, wesentlieh auf Heranziehung irrationaler Zahlen beruhen, 
wird durch die Aussehliessung derselben eine neue Priifung jener Prin- 
eipien notwendig. Fur dicsen Zweek sind die in dem vorhergehenden 
Paragraphen angestellten Untersuehungen von Wichtigkeit. 

In einer Theorie, welche sich auf Betrachtung rationaler Werte des 
Arguments beschränkt, ist zunächst dem gewöhnlichen Stetigkeitsbegriff 
vorweg die Bedeutung der gleichmiissigen Stetigkeit in Jedem heliebigen In- 
tervall beizulej^en. Donn sonst wrtrde man z. B. eine Funktion, die fttr 
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X < yj gleich o, far x > y/J gleich i ist, stefiff nennen mttssen, da die- 
selbe in der That för alle rationalen x stetig ist, ohne freilich in jedem 
Intervall glekhmässig stetig zu sein. 

Die in dem vorigen Paragraph angestellten Untersuchungen zeigen 
nun aber weiter, dass auch der gewöhnliche Begriff der Differentiirbarkeit 
einer Funktion fttr viele Zwecke unzureichend ist und einer weiteren Be- 

* 

stinimung bedarf, sobald man das Argument beschränkt. 

Fttr die Lösung aller Probleme, welche von der Integration von Diffe- 
rentialgleichungen abliRngen, ist nämlich der Satz wesentlich, dass aus der 
allgemeinen Gttltigkeit der Gleichung f\o(^) = o der Schluss f{x) = const. 
gezogen werden darf, wonn f{x) stetig angenommen wird. Dieser Satz 
wird aber nach § 3 bei Beschrankung auf rationale Argumente hinfilllig. 

Die Hinzufttgung der Forderung, dass der Quotient — ^ — -^ sich 

fttr alle Werte von x und h unterhalb einer bestimmten endlichen Grenze 
halten soUc (d. h. im Wesentliclien, dass der Differentialquotient auch 
fttr alle irrationalen x endlich bleibe), wttrde nichts andern; denn wir 
haben gesehn, dass es auch solche Funktionen giebt, welche, ohne durch- 
aus konstant zu sein, fttr alle rationalen x den Differentialquotienten NuU 

bositzen und ttberdies oranz allofemein die Relation o < — f — —- 

erfttUen. 

Man konnte, um t\ber diese Schwierigkeit hinwegzukomnien, fttr die 
Funktion f{x) vorweg eine bestimmte Form, etwa die Form éJner Potenz- 
rcihe, annehmen. Eine solche Annahme wttrde jedoch in vielen Fallen, 
besonders bei Problemen der angewandten Mathematik, willktirlich und 
darum unzulässig erscheinen mttssen. 

Ein besseres Auskunftsmittel gewinnt man durch Einftthrung eines 
neuen BogriflFes anstått des gewöhnlichen Begriffes der Differevtiirbarkeit 
einer Funktion. 

Eine Funktion f{x) heisse y)in einem TnfervaUe i glekhmässig differm- 
fiirbani, wenn nach Annahme einer beliebig kleinen Grösse d immer eine 
Grösse h so bestimmt werden känn, dass die Relation 
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för alle dem Intervall i angehörigen Werte von x, x', x" erfiillt ist, 
welche (len Bedingungon \x' — x\<}i und \x" — a?|<'Ä genQgen. (^) 

Man erkennt leieht, dass, wenn man die Funktion f{x^ nicht niir 
gleichmilssig stetig, sondern auch gleichmassig ditferentiirbar annimmt, der 
Schluss von der Gleichung {'[x) = o auf die Gleichiing f[x) = conk, auch 
bei BcschrUnkunor auf rationale Werte des Aroruments noch zulässior ist. 
Ja er bleibt selbst dann noch göltig, wenn von dem Gebiete der gleich- 
mässigen Differentiirbarkeit gewisse Stellen ausgeschlossen sind, die in 
ihrer Gesammtheit eine reduktible Menge(^) bilden, in der Art, dass die 
Funktion nur in denjenigen Intervallen gleichmilssig differentiirbar an- 
genommen wird, welche keinen solchen Punkt onthalten und auch nicht 
an einen solchen grenzen. Man känn- in diesem Fa.lle kurz sägen, die 
Funktion sei nacli Ausschlass einer reduktibeln Punktmenge .. ghichmässig 
differentiirbar, 

Wir gewinnen also folgendes Resultat: Bei Beschränlung auf rationale 
Argummte ist dos durch die gewöhnliehen Schlusse gewonnene Integral einer 
Differentialgleichung erster Ordnung, welches eine willkiirliche Konstante entJuilt, 
nur dann als dos vollständige anzusehn, wenn man von der unbekannten 
Funktion ausser der Erfullung der Differentialgleichung noch verlangt, dass 
sie gleichmässig stetig und nach Ausschluss höchstens einer reduktibeln Funkt- 
menge gleichmässig differentiirbar sei, Ldsst man eine dieser Forderungen 
fallen, so giebt es noch andere Integrale der gegebenen Differentialgleichung. 

Meran, April 1884. 



C) Auf den Bcgriflf der J>gleichm(issigen Differentiirharkeify* ist Verf. gesprächsweise 

« 

von Herrn Prof. Kronecker hingewicsen worden. 

C) cf. § I. 



SUR QUELQUES CONSÉQUENCES ARITHMÉTIQUES 

DES FORMULES 

DE LA THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES 

PAB 

CH. HERMITE 

i. PARIS. 

(Extrait du Bulletin de TAcadémie des Sciences de S' Pétersbourg. T. 29.) 

Dans les Comptes-rendus de TAcadémie de Berlin de 18750 ^• 
Kronecker a donnc des propositions d'une grande importance que j'ai 
pour objet d^établir dans cette note, en me pla<;ant a un point de vuc 
bien diffcrent de celui de Tillustre géométre. Posons avec les notations 
de Vauteur: 

^o{q) = i — 2q + 2q'—2q' + ... 

»,{q) = 2\jq + 2{q' + 2^(/^^ + . . . • 

f^z{Q) = I + 2? + 2?' + 2(7' + . . . 

et désignons par Fin) le nombre des classes de formes quadratiqiies de 
déterminant — n dont un au moins des coefficients extrömes est impair, 

avec la convention d'écrire F{n) au lieu de F{;n)^ lorsque n est un 

carré. Les théorémes dont je vais m'occuper, consistent dans les relations 
suivantcs • 



1 



(A) 4?F(4« + 2)?"+?=-- n\{q)A,{q), 



O 

00 



(B) 4?i''(4«+ ^)<r' ^ -- U<in{i), 



o 



(C) 8i:F(8« + 3)?'''+,r=Ä^y), 



(^) tJber quadralische Formen von negniiver DeferminanU, p. 223. 

Äcta matktnuUica. 5. Inipriiué 3 .Septeiubre 1884. \\^ 
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qui révélent une liaison étroite entré la théorie arithmétique des formes 
quadratiques et la théorie analytique des transcendantes elliptiques. Deux 
voies s'offrent pour conduire a ces beaux resultats, Vxme qui les a fait 
découvrir, est celle de M. Kronecker; elle part de* la considération des 
modules singuliers qui donnent lieu a la niultiplication complexe. Une 
secondc que j'ai indiquée succinctement dans une lettre adressée a M. 
LiouviLLE,(^) repose plus sur Tanalyse que sur Tarithmétique, la notion 
de classe s'y trouvant amenée par la considération des formes réduites. 
Elle m'a donné déja la demonstration de Téquation (C); je me propose 
maintenant d'en tirer d'une maniére plus direete cette méme relation, et 
aussi d'établir les théoréines (A) et (B) qui sont du plus grand intérét. 
J'exposerai ensuite comme conséquence de cette méthode, quelques ex- 



n fl 



pressions des sommes ZjP(4w + 2), HF{^n + O' ^F{8n -+- 3), oii Ton 

verra une nouvelle application de la fonction E{x)y representant Tentier 
contenu dans Xy qui a été récemment Tobjet de plusieurs Communications 
importantes de M. Bouniakowsky. 



I. 

La representation des différentes classes de formes de déterminant 
négatif, s'obtient par des formes particuliéres auxquelles on donne le 
nom de réduites, et qui sont caractérisées de la maniére suivant^. 

Désignons les par (A^ By C), et soit s une quantité du signe de By 
et égale en valeur absolue a Tunité; on aura les conditions: 

A<C, 2sB<Ä. 

Mais faisons pour plus de precision la distinctiSn entré les formes non 
ambigues et les for mes ambigues. Les premiéres seront (-4, +5, C?), en 
supposant B positif, différent de zéro, et excluant les cas d'égalité dans 
les conditions précédentes qui deviennent: 

• 

Ä < c, iB < A. 



(*) Sur la théorie des fonciiovs elliptiques et ses npplimtions h I arithmétique. 
Journal de M» Liouvillb, année 1862, p. 25. 
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Les autres ensuitc seront de ccs trois espéccs: 

{A, o, O) Ä< C, 

{2B, B, G) 2B< C, 
{A, B, A) 2B<'a, 

et c'est seulciiient quand le détenminant changé de signe est un carrc 
ou le triple d'un carré, qu'on doit prendre: 

A = C\ ou bien 2B = C7, 2/? = A. 

Cette notion des formes réduites doit recevoir une inodificatioii légére en 
vue des recherches qui vont suivre, ou iious considérerons exclusivenient 
les formes dans lesquelles T un au moins des coefficients extremes est 
impair. (') 

Convenons de designer par a, a', a", des nombres impairs, par J, i', 
des nombres pairs; elles se répartiront pour un déterminant impair, dans 
ces trois catégories: 

(I) (a, b, a'), (II) (a, a', b), (III) {b, «', a), 

et pour un déterminant pair dans les suivantes: 

(I) (a, a", a'), (II) (a, b', b), (III) {b, b', a). 

Supposons maintenant ces formes réduites et admettons que les coef- 
ficiente moyens soient positifs; je les ramenerai, comine on va voir, au 
premier type. En raisonnant, pour fixer les idées dans le premier cas, 
j'e^ectue la substitution au déterminant — i, 

x = X+Y, y = -Y 

dans la forme (II). EUe devient: 

(a, a — a'j a — 2a' + b) 
et par conséquent du type (I) mais le coefficient moyen qui reste positif, 

(^) Ce sera par conséquent fordre propremont primitif et ses dérivés lorsque le 
déterminant sera impair ou le doublc d'un nombro impair, seuls cas qui s'o£frent dans les 
théor^mes de M. Kboneckeb. 



\ 
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franchit la limite caractéristique des réduites. Il est en effet Tun des 
termes de la suite: 

a-^kj a — A; + 2, a — A; + 4, . . . , a — i, 



011 k désigne le plus grand nombre inipair contenu dans - • Toutefois le 

dernier eocfficient ne oesse pas de satisfaire a la condition: a — 2a' + ^ > ^> 
puiscju'on doit supi)oser: 2a' <h. Le niéme resultat s'obtenant a Tégard 
de la fornie (III), qui est iniijroprenient équivalente a (a, a', b) et par 
suite proprenient équivalente a: {a, a — a', a — 2^^' + ^)> i^ous avons cette 
conclusion, que. toutes les elasses de détenninant inipair, sont représentées 
par les^formes du type (I), (^, ±/i, A') ou Ton supposera: 

^ = o, 2, 4, . . . , ^ — I, et: A<A\ 

Quant aux fornies ambigues, deux cas sont a distinguer, suivant que le 
déterniinant est = i, ou = 3 (mod 4). Dans le premier il n'existe que la 
seule espéee (^, o, A')y A n'étant jamais egal a A'\ mais dans le second 
eas, les formes ambigues sont d'une part: (-4, o, A') avec la condition 
A < A', puis: {Ay B, A) en prenant: 

2^ = 0, 2, 4, ..., A — I. 

On établira de la méme maniére, en considérant les déterminants pairs, 
que les formes non ambigues se raménent au premier type: {A, + -4", -4'), 
ou Ton doit supposer 

.4" = I, 3, 5» •••> ^— 2, et: A < A'] 

les formes ambigues sont ensuite: 

(-4, Ay A)y avec Tinégalité: -4 < -4' 
puis: (-4, A", A), en prenant encore: 

-4" =1,3, 5j«««?-4 — 2. 

Gette seconde catégorie ne se prcsente d'ailleurs que lorsque le déterniinant 
supposé pair est divisible par 8. 

Nous avons exclu dans ce qui précéde, les formes de Tordre im- 
proprement primitif, et des dérivées de cet ordre, nous ajouterons a leur 
égard, pour les déterminants =5 (mod 8), la remarque suivante. Ges 
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foruies pour de tels déterminants, sont du type (2a, a'\ 2a'); en supposant 
a" positif, elles scront réduites sous les conditions: 

Adinettons luaintenaiit que le coefficient moyen soit Tun des teniies de 
la suite: 

«" = I j 3j 5? • • • j 2a— i, 

les fonncs obtenues en prenant: 

a" = a -f 2, « + 4, . ^. , 2a — i 

ne seront plus réduites mais elles le deviendront par la substitution précé- 
demment einployée: 

x = X+Y, y-^-Y. 

En effet dans la transfonnée obtenue: 

(2a, 2a — a", 2a — 2a" + 2a') 

les conditions caractéristiques: 

2a — a" < a, 2a — a" < a — a" + a' 

sint satisfaites, puisqu'ellea reviennent ä celles-ci: 

a < a", a < a'. 

Toutefois il sera nécessaire, quand on aura: 

a — a" + a' < a^ c'est-ii-dire a' < a" 

d'employer en outre la substitution X= Y', F=X'. Soit maintenant: 

a" = a + hj a' ^=^ a -{- &', 
faisons aussi: 

a — h = a^\ ^ 

la transfonnée précédente devient: i 

(2aj + 2J, a,, 2a^ + 26'), 

les nouveaux elements a^ , 6, 6', étant entiérement arbitraires. On voit 
ainsi que cette forrae donne deux fois la serie compléte des réduites, a 
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savoir les réduites ellcs-incincs, si Ton prend b' > b, puis leurs trans- 

formées par la substitution X == Y',, Y = X', quand on suppose b' < b. 

Nous avoiis donc le resultat suivant doiit iious ferons bientöt usage. 

Concevons que a, a', a", parcourent la serie des nombrcs impairs sous la 

condition: 

a < a'y a" < 2a; 

la forme: (2a, a", 2(i') representera d'une part, les forines ambigues, 
(2a, a, 2a')y puis celles-ci: (2^, a', 2a'), qui se rainénent a: (2^, 2a — a', 2a); 
cest par conséquent la suite complcte et sans repetition des forines am- 
bigucs. Il y a a exeepter toutefois la supposition de a = a', c^est-a-dire la 
forme dérivée de (2, i, 2), qui s'offre seuleraent lorsque N est le triple 
d'un carré. Elle representera en second lieu, et répétée trois fois, la. 
serie des formes non ambigues, équivalentes proprement ou impropreuient 
aux formes réduites dont le coefficient moyen est positif. 



11. 

Le théoréme (A) de M. Kroneckek qui consiste dans Tégalité: 

8'obtieiit au moyen de ces sérios, oii j'écris pour abréger: 

/>,, *,, *3, au lieu de »^{q), »^{q), »^{q): 






,!(fh(f) 



^ + 4^'ä^'^'^^y ^+? ^+... + g ^""^^]«in(2n+ 1)0:. 



Conséqueoces arithmétiqiies d^s formdles de la théorie des fonctioDS elliptiqnes. 303 

2kK 2Kx 

La premiére est Ife développement de sin — , la seconde que 

jai donnée sans demonstration, (*) a ét.é établie ainsi que d'autres de méme 
nature dont jc ferai usage, dans une exccllente thése de doctorat de M. 
BiEnLER,(^) a laquelle je renvoie. Mnltiplions les membre å membre, 

puis intcgrons entré les limites zéro et - , en employant les formules: 



ff K 



,/ * \ ;r / '2 J sm a? 2 



o o 

On trouvera ainsi: 

si Ton pose pour abréger: 

-4 



ii— '"t 



3*1 + 1 



h\h'^'^ 



Jmmén I Q 



1 

Je dcveloppe maintenant ces expressions suivant les puissances de q 

I 
en rempla9ant ^j^ par i + }^*+^ + gr^^^"+'^ + ... , et j'obtiens d'abord: 

laa' 



S = Tq^"\ 



oii a et a' parcourent la serie entiére des nombres impairs. Soit ensuite: 

ö" = ij 3. 5y ••• j 2a— I, 
et Ton aura: 



S, = Tq* 



i^a«+2fla'-a"«) 



(*) Sur les théorémes de M. Kronecker relatifs aux formes quadraiiques (Comp- 
tes-rendus, Juiltct t862). 

(*) Sur les åéveloppemenis en series des fonrtions doubtemetit yériodiques de froisiéme 
espére (Paris, Öauthier-Villar»,. 1879). 
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Désignant donc par N un nombre impair quelconque, et par f^{N), 
le nombre de ses diviseurs^, nous pouvons déja ccrire: 



In 



En pjissant ä la seconde somme S^, nous poserons: 



de sorte que 2^ sera le déterminant changé de signe de la forme qua- 
dratique (a, a", a + 2a'). Cela étant, nous établissons que nous avons 
ainsi obtenu le type de nos nouvelles réduites pour un déterminant im- 
pairement pair, représenté par {Ay A\ -4'), en montrant que la différence 
A — A est nécessairement le double d'un nombre impair. Or on a: 

fl 

AA — ^"^ = 2isr, 

et par conséquent: 

AA = 3 (mod 4) . 

En multipliant par le nombre impair -4', nous en conclurons: 

A = 3-4' (mod 4) 
d'öu: 

A — A = 2 A (mod 4) • 

comme ,il fallait le faire voir. Soit donc pour un moment: f{2N) le 
nombre des classes non ambigues de déterminant — 2^; il est elair qu'on 
obtient, puisqu'on exclut les valeurs negatives de A': 

m 

et le développement de SlS^ s'offre sous la forme suivante: 

Mais le nombre des classes ambigues de déterminant — 2N étant 
^{N), la somme jr(iV) + f{^N)j est précisément la fonction F{2N) de 
M. Khoneckek, dont la proposition se tröuve ainsi démontrée. 
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III. 

• Le second théoréme de riilustre géométre se tire des series suivautes: 



^2^% — 7:n?-T = -"—i + yl — ^ n„.i sin (2n + i)x 

^ ^ /2Kx\ suiih ^^— '" I o "*" 






^MMLxj-^^h 



„ ^-w-:/ I- + 2? ' + ... + 25-"'! sin (2» + i)x. 

TT 

En les multipliant membre a membre, et intégrant entré les limites 
zéro et -, on en déduit cette expression: 

011 Ton a: 

S = £"(/^"^'^ II + 2q-' + . . . + 2(7-"1, 

S, = y ^ -,^-[1 + 2q-^ + ...+ 2q-']. 

O 

Cela pose, designens encore par a un nombre impair quelconque, et 
soit 6 = 0, ±2, +4, . . . , ± (« — i), la premiére serie prend cette 
nou velie forme: 

et Ton en concliit facilement: 

N parconrant la serie des entiers impairs = i (mod 4). Soit en efFet: 

a' — b^ = dff 

Åcia matheinatica. 5. luiprlnifr 8 äviiteiubre 1884. 39 
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d iit o étant deiix diviseurs conjugués de N] on aura nécessaircment 
^ = <?' (möd 4), et les deux systérnes d'égalités: 

ou bien: 

a • — ft ^ f?, a + & ^ f7, 

determineront toujours pour a un nombre impair, et pour b un nonibre 
pair, qui change do signe en passant de Tun a Tautre; le cas ou N est 
un carré correspondant a b = o. 

La quantité Äj, développée suivant les puissiinces de q, donne ensuite: 



^;=i:'/ 



-(*i--i-4tfr- b') 



OU Ton doit faire: 



^ = I j 3 j 5 > • • • 

b = o, +2, +4, . . . , + {a — i), 

c = 1 , 2 , 3 ? . . • . 

Soit maintenant: 

a^ + 4ac — b'^ = JV; 

on voit que N sera = i (mod 4), ot représente lo déterminant changé 
de signe do la forme (a, b, a -{- ^r). Nous trouvons ainsi Texpression 
{A, + B, A') que nous avons déja considérée, car le produit AA' étant 
= I (mod 4), la diflérence A' — A est un multiple de quatre. Or il a 
etc établi que cette forme donne d'abord la serie entiére et sans repetition 
des réduites non ambigues, puis los formes ambigues do Tospéce {A, o, J.'), 
ou Ton a: A < A\ C est donc la totalite des divorsos formos, moins cellos 
qui sont roprcsentoes par {A, B, A), on prenant: 

7> = o, 2, 4, . . . , A — I. 

Le nombre do ces dorniéres est pour une valeur donnéo de N, le 
nom bro dos solutions do Toquation 

A' — B' = N, 
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avec la conditioii que B soit positif. On doit doiic comme tout-ii Theure 
poser en dcsigiiant par d et r7 deux diviseurs conjugucs de ^N 

A — B = (7, Ä + n= r7, 

iiiais preiidre maintenaiit o > d, de sorte que le nombre clierchc est 
-f{N)y lorsque N ifest pas un earrc. Dans ce dernier on obtient évideni- 

nient: — — ^ [- i, ou bien: P — De ee que nous venons d'6tablir 

résulte que si Ton désigne par F{N) le nombre des classes de formes 
quadratiques de déterminant — N, on obtient: 

en convenant, lorsque N est un carré, de remplacer F{N) par ^(^N) — -• 
Or on a trouvc: 

nous avons par conséquent: 



"&,&l = 4{S+2S,)^.4^F{N)q^ 



l-N 



comme il s^agissait de Tétablir. 



IV. 

Le troisicme tliéoreme de M. Khonecker, exprimé par Tégalité: 



•i/I + - 



8ZF(8« + 3)!/' ' = >n{q) 



se conclut du développement: 



«(?)«.C-?) 



8i 



Un 



c \ t: / '\ TT / 2 ,x:-^ö7 



/2Kx\ /2Kx\ sill 2a; ^-^ i — q 



SHl 2nx 
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oii il fa ut prendre: 

w === I, 3j 5» •• • 
et de celui-ci 

('2Kx\ „ / 2/1,1 






2Kx' 



er-"- 

9 

dans lequel n parcourt la séric des nonibres cntiers. 

En opérant coninie prccédeninient nous trouverons d'abord: 

fl^l^8{S+ 26'.), 

oii Ton a fait, en supposant a — i , 3 , 5 , . . . 

a-J-2tf r 1 O / IV^i 

^^ l — q 

La preniiére suite pouvant s'éerire: 

«' = i> 3> 5. •• • > 2a— i, 

nous poserons N = ^a^ — a'^; ce sera un entier =3 (mod 8), et nous dé- 
signerons par o et d' deux» de ses diviseurs conjugucs. Cela fait, soit: 

2a — a' == Oj 2a + a' = o] 

ces conditions deterinineront pour a et a' des entiers impairs, puisqu'on a: 
(? = 3^ (mod 8), et en prenant d < Jj a' sera positif. Le coefficient de 

}* sera ainsi la moitic du noinbre des diviseurs de N, et nous écrirons: 
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Le dcveloppcinent de S^ suivant les puissaiices de q ctaiit: 



-Ua-+4a6— o"') 



^ = ^ 3j 5j • • • ; ft = 2, 4, 6, . . . ; a" -- i, 3, 5, . .., 2a — i 
oii bieii: 



.s; = i: r/ 



l(4aa'-a"2) 



en posant: 



Nous ferons: 



a' = a + b. 



N =. ^aa! — a"% 



ce sera donc eiicore un entier = 3 (mod 8), qui se présente conime le 
détenninant changé de signe de la forme (2a, a'\ 2a') et de ce que nous 
avons étiibli § I, ä Tégard de ces fonnes, donne la conclusion suivante. 
Soit pour des elasses improprement primitives, {N) le nombre total 
des fornies ambigues, f{N) la moitié du nombre des classcs non am- 
bigues, le nombre des solutions de Téquation: 

aa' — a"'- = N 

est: (N) + 3/'(iV), en exceptant le seul cas oii N est le triple d\in carré, 
la quantité précédente devant étre alors diminuée d\ine unité. 
On a ainsi: 

or on sait que {N) -^ -^[N), de sorte qu'ayant obtenu: 
nous en déduisons: 

Ä + 2.S. = r 3|(iV) + 2f{N)]q^" 

et pai' suite: 

&1 = 24 2^[{N)+ 2f{N)]q*\ 
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Le procéde que je viens d'employer conduit coiiiine ou voit au 
noinbrc total des classes impropreinent primitives de dcterininant — Ny 
représentc par (N) + 2/'(iV), celui que j'ai donnc aiitérieurement, (Jour- 
nal de LiouviLLK, 1862, p. 25), fournissant sous la forme menie qua 
obtenue M. Kkonkckek, Téquation: 

oii F{N) désigne le noinbre des elasses proprement primitives. Du rap- 
prochemeiit de ces dcux expressions résulte doiic la relation des Disqui- 
sitiones Arithmeticae 

et dans le cas oii N est le triplc d'un carré: 

F{N)-^Z\{N) + 2f\N)]-2. 

M. LirscniTZ a donné de la niéme relation, une demonstration arith- 
métique aussi simple qu'élégante dans son beau mémoire publié dans le 
T. 53 du Journal de Ckelle: Einige Sätze aus der Theorie der quadra- 
tischen Formen. 



V. 

Il me reste a indiquer des conséquenees arithmétiques des formules 
de la tliéorie des fonetions elliptiques dans lesquelles intervient la fonetion 
E{x)\ elles se tirent de la remarque suivante: 

J^observe d^abord que si Ton pose: 

le développement suivant les puissances croissantes de la variable du 

fix) 
quotient , donne la relation: 

^^''' = A, + {A, + A,)x + . . . + (J, + ^^ + . . . + A.)x^^ + . . . 



- 1 — ^ 
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Cherchons pareilleinent le coefficient de x-' dans le développement 
de la quantité y^ ^ , o\\ a désigne un nombre entier quclconqne. Comme 
on peut écrire: 



I X 



f{^^) 



= Z ^..T^^-^ + S 



I X 

X = 0^ I, 2, ... 
/i = O, I, 2, ... 

nous poserons la condition flryrj -|- ^ = n, qui donne évidemment pour fx 
les valeurs: o, i, 2, ..., -E(-V Soit donc pour abréger récriture: 

v = ^(-)> il est clair qu'on aura: 

-^.= Z(A + A + ... + AK; 

c'est la relation analytique que je vals employer, et je Tappliquerai 

d'abord en supposant f[oc^ = . Nous obtenons dans ce cas la formule 

sui vante: 



:-r5:[- + Kr:) 



:r*' 



W =^ O, I, 2, ... 

Multiplions ensuite los deux membres par t'', h désignant un entier 
positif, on en tire: 



puis en changeant n en n — h\ 



I_,.)(l— /) ^L ^ Va/J 



— - — ^=rF' + ^(^1^"- 



On voit qiie dans oette nouvelle relation il est nécessaire de prendre 
1^[ j = o lorsqiic n — h est négatif; nous fcrons désormais cette 
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convention, et en remarquant que: i + -K(.r) = E{x + i), noiis écrirons 
plus simplement: 



«' n:^ Tr/'' + '^~^\x\ 



(I —xXl ^x") 



^=1^1 



a 



Il convient de joindre a cette formule celle qui donne le développe- 



b 

X 



ment de la fraction , et qu'on obtient par ridentité: 

(I — ^)(i +x) 



.X X (I X ) 



(l_.^)(l +,r") (I — ,r)(l -^x'") 



Nous trouvons de eette inaniére: 



X 



(I -^)(i +^") 



:T7i=zw^^^4F^)-^("-^-)>'' 



ce qui conduit a introduire une npuvelle fonction E^{x), definie par la 
condition : 



E,i:r) = E(-:r + '^~E{:r). 



On a aiiisi sous une forme plus simple: 



— -Te, 



2 a 



Je me bornerai a remarquer a Tégard de la quantité E^ {x), qu*elle 
est toujours égale a zéro lorsque la différence x — E{x) est moindre que 

-, et a Vunité si Ton suppose x — J5(.r)>^-, c'est ce que montrent les 



2 

relations: 

E,{x-^ i) ^-E^{x), 



E 



\(x + 1) ^. i - E,{x), . 

E,{X) = E(2:r) — 2E{t). 
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Jappliquerai encorc la formule: 
a un cas plus general en prenant: f[x) = 1 , oii k est un entier 

(I — x) 

quelconque. Nous aurons alors: 

. _ h{h + \) , , .{k + n — \) 
" I .2...W 

et Ton sait d^ailleurs que la somme: ^o + -^i + • • • + -^^^ ^ pour valeur 
• (^'+ i)(fc + 2)...(^ + u) ^ ^^ ^.^^^ (v+ rXy + 2)...(v + A-) 

I . 2 ... v ' I . 2 ... /c 

Il suffit done pour obtenir le développement cherché de rcinplacer v par 
E(-) dans cette expression. Mais soit afiti d'abrcger récriturc: 

*^ ^ I . 2 . . .A: ' 

on aura ainsi: 



L-^=£iS.(»-±-»).., 



(l-xXl-x") 

puis en raisonnant comnie plus haut: 

., /;/. + a — h 

.r. 






(I -xXl —.r") 



a 



Ge resultat établl, nous en tirons la formule relative a la fonction: 
—,.^ en la mettant sous la forme: ^- Soit par 



exemple Ä* = 2, un calcul facile donne la relation: 
mais on peut suivre une autre voie, et en posant: 

-— -f = A+ AJ" + • • • + ^n^" + • • • 
Äcta mathematica. 5. ImpriiuG 9 Septenibre 1884. 40 
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chercher la valeur de la somme: ^o + -^i + • • • + A- Il suffit pour 
cela d'avoir le coefficient de x" dans le développement de la fraction 

i , et c'e8t ce que donne la décomposition en fractions simples, 

(i — 35X1 + X) 

qui permet d'écrire: 



(I —x){i + «)* I — a; ' I + « (I + «)' (I + xf 

La quantité chcrchée s'offre ainsi sous la forme: 
le coefficient de o?", dans le développement de ^ est donc 

(i —x)(i + X) 

obtenu explicitement au moyea de Télément v = e('V tandis qu'en partant 

/ a\k 

de la fonction ^ ^ , , ce möme coefficient s'exprimera d'une ma- 

(I _a.)(i_aj ) 

niére toute différente, au moyen de E(—\ et E(—-{'A. Soit ft = i, 
pour considérer le cas le plus simple, nous aurons la relation: 



ou pUitöt: 






puis si Von fait — = .r : 



2a 



E(^+i)-E(^) = i[i-(-i)^->J 



. „ ttE (2x) 
= sm^ — ^^ — - 

2 



ce qui se vérifie immédiatement. 

Je ne m^écarterai point de mon but en cherchant en ce moment a 
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approfondir les relations de cette nature, et je rae bornerai a remarquer 
que de ces identités fort simples: 



a 

X 



ar_ , a , 2a , , (/«— l)ol 

X [l + X + X •{•... + X I 



(i^xXi-x") (I ..-^Xi-*"") 



a 

X 



of, I a , 3a I I (m— l)al3 

X [\ + X + X + . . . + X J 



{i^x){i-xr (I -a^xi-o' 

on eonclut les propriétés suivantes de E{x) et E^{x): 

E(,.) + e(x+1) + e{x+^) + ... + e(.. + =i^) = E{Mr). 

E,{. + i) + 3JJ.(X + 1) +... + (,„_ ,)E,(. + ^) 



VI. 

J'appliquerai les resultats qui viennent d'étre établis en premier lieu 
a la serie d'EuLEi<: 

oii ^{n) désigne le nombre des di viseurs de n. La relation: 






(i-ajXl-*-) 
(loniie ivlors, comtne on voit, la proposition arithmétique bien connue 

a = 1, 2, 3, ... 
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Et p.iroiUcinent si Ton pose: 

r~r. + 7^' + • • • + „ + . . . - 2; /' {n).r" , 

de sorte qu'on ait: 

en désignant par rf, rf', etc. tous les di viseurs de «, nous obtenons: 

F(i) + n2) + . . . + i''(/o -r4f;)/-(«) 

u == 1 , 2 , 3 1 • • • 

Supposons en particulier que f[n) soit un polynonie quelcon({ue de degré 
A% qu'on pourra écrire ainsi: 

' ^ ^ ' ' 1.2 ' ' I .2 ... k 

Au Hioyen d'une transformation dont Jacobi a donné des exemples 
dans les formules du § 40 des Fundamenta, nous aurons: 

I — o: "T" I — ^« "f" • • • "^ 7—7 "T- • . . 

rt — I, 2, 3 



, • • • 



On en condut Tégalitc: 



et par conséquent celles-ci: 

i^(-:)"=K')' 



qui offrent autant de nouvelles propriétcs de la fonction E[x). 
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Reinarquons ciicore au sujet de la serie crEuLEU qu'clle a été inise 
par Clausen sous la fonne sui vante: 

^m + <^^ + • • • + •^-(7^) + ■ ■ • • 



OTi a (lonc: 



et Ton voit ({iie dans le second nienibre les valeurs de a ne doivent pas 
dépasser Tentier eontenu dans yW, que je designerai par v», pour abréger. 
Reniarquons niaintenant qu'on peut cerire: 



E 



, / /t + a — a 



~) - "'Q + ■ - « 



et que Ton a: 



S(2r« — i) ■= I;^ 



nous en conchirons la formule: 



jr(.) + jr(2) + . . . + jr(«) .- 2^2 k(^ - 



o 



rf ^ I, 2, 3, . . . , y 

dont j'ai donnc ailleurs une demonstration arithmétique. (^) 

Apres la fonetion jr(//) se prcsentent celles que M. Kkoneckek a 
eonsidérées dans son colébre travail, sur le nombre des classes de formes 
quadratiques de déterminant ncgatif (Journal de Bokchahdt, T. 57, p. 
248), et qui se rapport ent aux sommes des di viseurs des nombres. EUes 
sont désignées et définies comme il.suit: 

X(w) somme de tous les diviseurs impairs de n, 

0{;n) somme de tous les diviseurs de m, 

(*) Sur quelques points dans la théorie des nombres: Extrait d^une lettre å M. Lip- 
sciUTZ, Ac.ta Mathcmatica, T. 2, p. 299. 
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V''{n) excés de la somrae des diviseurs de n supérieurs a yn, sur la 

sornrne des diviseurs moindres que yW, 
(P'{n) excés de la somme des diviseurs de n de la forine 8Ä' + i, sur 

la somme des diviseurs de la forme Sk +_ 3, 
V''\n) excés de la somme des diviseurs Sk + i, supérieurs a yti, et des 

diviseurs SA + 3, moindres que yn, sur la somme des diviseurs 

8Ä;+ I moindres que yn, et des diviseurs SA + 3, plus grands que ytt. 

L'illustrc géométre donne ensuitc les cquations suivantes, oii je sup- 
pose pour plus de clarté: 

<« = I' 3> 5? • • • 
b = 2j 4, 6, ... 






a savoir: 



. •Z|3 + (-,)1.%)-/-2lf7^7P + Ä 






'•\'2 



2: no)./ =5: -A 

(I — q 



z<^(«.)7"-- £(-!)«" 



1 , . « 



I -(/ 



l'»! 



I — 7* 

Nous pouvons par conséquent exprimer au jnoyen de la fonction 
E{x) les diverses sommes 

X(i) + X(3) + A'(5) + ..., 
X(2) + X(4) + X(6) + . . . et 0{i) + (fi{2) + 0(3) + . . . , etc. 

Mais parmi les resultats qu'on trouve ainsi, les plus simples et les plus 
elegants ont été obtenus pour la premicre fois par M. Lirscnrrz, a qui 
j'en dois la communication. En désignant par A, B^ C, des.nombrea 
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entiers de méme nature que a, J, c, Téminent géométre a établi, par 
une méthode purement arithmétique, les formules suivantes: 

X(i) + X(3) + . . . + X{A) = £e,(^-^), 

no + n^) + • • • + nc) = r^,(^)- • . 

Et sans nul doute des procédés semblables donneraient aussi les relations 
d'une forme moins simple: 

X(2) + X(4) + ... + X(B) 

=i2[0+*^.(S)]. 

La derniére peut encore s'écrire: 

no + «"(3) + • . • + r{A) 

et Ton devra prendre les deux deriiiéres sommos, en s'nrrétant a la valeur 
de a qui est donnée par le plus grand nombre inipair contenu dans y^/A. 
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VII. • 

Une autre application, a laquelle je m'arréterai un moment, con- 
cerne la fonction qui représente le nombre des solutions de Téquation 
x^ -{- y^ = c. En la désignant par f{c)y la théoric des fonctions elliptiques 
donne les relations: 



a-l 
2kK 



dont la premiére nous conduit immédiatement au théoréme d'EiSENSTEiN: 

/(O + /•(2) + . . . + f{C) = 4 £(_ ii^E{^}. 
De la seconde nous tirons ensuite: 

f{2) + /-(lo) + . . . + /-(SC + 2) = 4S.(~ i)'e('^~ 



2c + I 



mais ces formules ne sont pas les seules auxquelles méne la théorie des 
fonctions elliptiques. Jacobi a obtenu en effet, dans le dernier paragraphe 
des Fundamenta, ces développements d'une autre forme: 



r "2~ 



TT Arn^c I + q 

— - = 4'^i— U vy 2a» 

et le premier devient, si Von change g en — q\ 

— =1—47 -i7:rr +47 ■ . a. 
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J'en ai déduit les formules suivantes, que^ je me borne a énoncer, 
me reservant d'y revenir dans une autre occasion. 

I**. Soit: n = EyL i-LzLiV et posons pour abréger: 

s_£(2)-£(S) + ...-(-,)-£(^) 



. on aura: 



/•(i) + /•(2)-+ . . . + /-(C) = 4[^ + ^. -nsin'^]. 



'. Soit exismie.'. ,tt = EI^ — -———-)> noiis obtenons: 



/•(2) + /-(l0) + ...+/'(8(7+2) 



=8[42)_B(2=^^)+^(Cr^)_..._(_,).^(c=^)]+,,„ 



2 



Enfin on trouve dans le second volume des oeuvres de Gauss {De 
nexu inter muUitudinem classium, etc., p. 279), la formule: 

f{i) + f{2) + ... + f{C) = 4r£(v/c^r7^ 

c = o, I, 2, . . ., E{yjn\ 

qui est d'une nature toute différente. La remarque suivante que j'em- 
ployeräi tout-ä-rheure pour un autre objet, en donne une demonstration 
facile. » 

Soit: f{x) = Aq + A^x + A^x^ + • • • + -^^a;"* + . . . , le coefficient 

d'un terme quelconque du développement de la fonction: , se tire 

de Tégalité: 









I 


— X 


-^/f^ 








f^ 


— O, I, 


^ J • ■ • 








Å 


— o, I, 


^ y • • • 


en 


posant 


la condition: 




/i' + ^ 


= n. 




Ada mathtmatiea, 5. Imprimé 12 


Scptcmbre 1881. 
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Nous avons ainsi les valeurs yu = o, i, 2, . . . , J?(v-w), et en faisant 
pour abréger récriture, p = i?(yn), il est clair qu'on obtient: 

I^ = T[A,+A, + ... + A,]z\ 

On aurait d'une maniére plus générale, si Ton désigne par c un entier 
quelconquc, et qu'on fasse alors u = JE(i/-j: 

I^^^.T\A,+A, + ... + A,\x\ 
Soit encore: 

f{<r) = A,{x + A.^x" + . . . + ^.;.r<-"-"= + . . . 

nous trou verons semblablement: 

I^=T[A, +A, + ... + Ay*'* 



en prenant dans ce oas: v = E( ^^^^ -t i -t- \ 

En particulier on remarquera les relations sui vantes: 

x + X* + x^ + . .. v 17/ . \ « 



O 



puis, commo on le verra aiscment, en dcsignant par A: un entier quol 
conque: 

(« + «* + 35* +.. •)« . 5r T-»/ v fl 

''-^ :^^ '— = 5:E(v»T^rfe)rr" 

n = k + I, k + 2, & + 3, . . . 

I — X / . \ 2 / 

n 5= Ä, Ä + I, Ä- + 2, . . . . 
De ces formules résultent les suivantes. 
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Soit: 

F{x) = Aq + A^x + . . . + AkX^ + . . . 
I10U8 aurons: 

j^— ^ = Z.A,,£é{^n — k)X''j 

n = I, 2, 3, ... 

k = o, I, 2, . . . , n — I, 
et semblablemeiit: 

m 

{{'^ + ^x' + {x'' + . . .)F(x) ^ ^^ ^/ v/4H+ i-4fc+ ' )/-''^^ 

» = O, I, 2, . . . 

Ä = O, I, 2, . . . , n. 

Supposons dans la prcmicre de ces deux relations: 

F{x) = x + x^ + x' + .,. 
elle donne immcdiatenient Tégalité: 

(. + -* +^' + • • -y ^ TEi^^^r^^", 

n= I, 2, 2, ... 

C = I, 2, .". . , -E(v'»). 

On en conclut le dcveloppcinent de la quantité: - — ''^ "^ '^ —jL 
sous la forme suivante: 

Z[i + 4E(vir:^c5)]a;-, 

M = o, I, 2, 3, ... 

c = o, I, 2, . . . , E{yjn). 

et par suite le thcorénie de Gauss: 

/•(i) + f{2) + . . . + /-(r) = 42:£(vC^7«). 
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Prenons de méine, dans la seconde formule; 

Ffx) = v^ + v^ + v^ + ' • • 
nous trouverons la relation: 



(s/'x + yjx' + ;/^" + • » 0^ ^ X^ ■^( yj4n + 2 - (2c — 1)' + l \ ^n-hi 

W = O, I, 2, ... 

Le resultat suivaiit qui s'en tire: 



f{2) + /-(lo) + . . . + f{8C + 2) = 4^j;( v'4» + ^ -«'+' ), 

ou la somme doit s'étendre dans le second membre aux valeurs a= i, 3, 5, ... 
en s'arrétant ä la racine du plus grand carré impair contenu dans 4n + 2, 
a été donné par Liou ville, dans une courte note qui porte pour titre: 
Égdités entré des sommes qui dépendent de la fonction numérique E{x) 
(Journal de mathématiques, 2°® Serie, T. V, 1860). 



VIII. 

J^arrive maintenant au point que j'avais principalement en vue, en 
déduisant des beaux thcorémes de M. Kiioneckek, démontrés au com- 
mencenient de ces recherches, les expressions des trois sommes: 

A = F{2) + F{6) + , . . + F{4n + 2). 

' B = F{i) + F{5) + ...+ F(4n + i), 

C=F{3) + F{ij)+... + F{Sn + 3)- 

Voici, parmi pllisieurs autres, deux formes sous lesquelles on peut les 
obtenir. 

Considérons d'abord le premier tlicorcme: 
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je remarque, pour former le quotient ^^ , que Ton a: 

1 """^ *# 



2«+^ 



*3 = I + 2? + 2g* + 

Nous avons ainsi une premidre partie, dont le développemcnt suivant 
les puissances de q est donné irnTnédiatement par la formule: 

w = o, I, 2, 3, ■. . . 
c ^ o, "I, 2, . . . , n. 

En appliquant cnsuite Tégalité obtenue dans le paragraphc préccdent: 

• -(^ + '^^ + «>' + . ■ )n^) ^ ^ ^^Éi^^^ziv) x« , 

I -^— 3/ 

on trouve: 

n = Oy I, 2, 3, ... 



= o, I, 2, ..., £^'1—1^. 



La som me cherchée ^, étant le coefficient de g ^, dans le dévelop- 
pement que nous venons de former de * ' , nous sommes amenés ä la 
formule: 

4^ = Tf{Sc + 2) + 2Z/-(8c + 2)E(v/;r^r^), 

oii il faut prendre duns le premier terme: c = o, i, 2, . . . , w, et dans 
le second, c = o, i, 2, . . . , Ey ~ y 
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D'une inaniére toute seinblable, nous parvciions aux développeTncnts 
qui suivent: . 



^=.-^fic) £(V41±l-;il±l) , 



W = O, I, 2, ... 

C = O, I, 2, . . . , w; 



n = O, I, 2, . . . , 

c = o, I, 2, . . ., £0j. 



n^l 



Ccia étaiit, le coefficient de q ^ dans le premier, et le (koefficient 



. 3 

2w + 



de g * dans le second, donnent les exprcssions des sounncs B et C; on 
trouvc ainsi: 



^B=Tf{<')E{ ^"""r'"" } 



en prenant c = o, i, 2, . . . , n. 

Nous obtiendrons les niémes quantitcs sous une autre fornie, dans 
laquelle figure uniquement la fonction -E(x), au nioyen de la serie de 
Jacobi dont nous avons déja parlé: 

et de celle qu'on en tire en ehangeant j en yy: 
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Multiplions a cet effet, membre a menibre, les deux égalités: 



il vient ainsi: 



«Ä = 2i:(-i)""v'!7-'}3 



Ä, = 2 2:vy', 



»I», = 4ll{- i)'' *^Jq"''"'-^^ 



I —q 



« = i> 3> 5. •• • 
a' = I, 3» 5. • • • 



et en remarquant qne 



et 



sont des entiers: 



ffh% 



1_ g— 1 ä^+a'*-2 t 

I —q 



Nous avona donc: 



i^=4?'r(-i) 



fl— 1 a«+«'«— 2 . t 

"2"^ 4 ^ + 9 



(I-!?)(I-/) 



de sorte quo les formules de dévoloppement préeédeinment employées 
nous donnent: 

Or le coefficient de j", se réduit ä Texpression plus simple: 



I 



+ 2e(^" + ^-/-^") 



et comme le premier. des* deux signes ^, se rapporte a tous les systemes 

de. valeurs des nombrcs impairs et positifs, a et a', qui satisfont ä la 

condition: 

4n + 2 + 4a — a' — a'* 



4a 



> I, 
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c'est a dire: 

4n 4- 2 — a^ — a'^ >^ o, 

on voit qu'en posant sous cette condition: 



8 = i:{-i) 

puis semblålement: 



g— 1 
2 



a-1 

S ^ 



.,£(_,)^e( ^ + '-■■--"•• ), 



ori obtient la quantité chepchée, sons cette noiivelle forme: 

A^- S + 2S^. 
En second lieu, mnltiplions par 

^, = Tr 

en siipposant: 

r = o, +1, +2, etc., 
la mörne égalité: 

I —q 

On trouvera de cette manicre: 

1^ 0-1 a«+4c'-l o 

SA = 2q'^{-i)' q * '-^, 

l—q 

et si Ton désigne par b le nombre pair 2c, nous aurons 

11 iw 1 - o— 1 a'+6'— 1 , a 



Posons donc la condition: 



4« + I — a^ — ft^ > o, 
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en supposant que a soit impair et positif, h ayant des valeurs paires 
positives, nulles ou negatives, et soit alors: 



S = Z(-i) 



d— 1 



2 
a—\ 



la quantité /?, sera exprimée par la formule: 

En dernier lieu nous trouverons par des considcrations toutes semblables: 



en posant: 



rt-i 



.S' = Z(— i)' 



s.-£(-.r <"^^-r'~°" ) 



les deux sommes se rapportant a tous les systémes de nombres impairs 
et positifs a et a', satisfaisant a la condition: 



8w +3 — 2a^ — a^ >^ o. 

Je ferai une application de la premiére des forinules obtenues, qui 
servira en méme teuips de vérification, en supposant « = 6. On trouve 
alors que la condition posée, a savoir: 

26 — a' — a'V>o 

est remplie pour les valeurs: 

^^ = I, ff' = I, 3, 5, 
^ = 3, a' = i, i 
a ^ 5, a' = I. 

Le nombre a, étiint trois fois egal a un, deux fois egal a 3 et une fois 
egal a 5, nous avons: 

6' = Z(— i)^= 2. 

Ada mathfmntica. u. Imprimö 10 Septembrc 1884. 42 
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On obtient ensuite: 
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*.-<^) + Kt)-<h) = 



= 9« 



La somme A des nombres de classes des déterminnnts: J) = — 2, — 6, 
— 10, — 14, — 18, — 22, — 26, est donc égale ä 20; c est en efiFet 
ce que donne la table sui vante des réduites: 



D- 


— 2, 




0, 2) 


= . 


- 6, 




0, 6)(2, 0, 3) 




— 10, 




0, I0)(2, 0, 5) 




14, 




0, i4)(2, 0, 7)(3, _+ I, 5) 




-18, 




0, i8)(3, 0, 6)(2, 0, 9) 




22, • 




0, 2)(2, 0, ii) 




-26, 




0, 26)(2, 0, 13X3, + I, 9)(5, + 2, 6). 



.\ 



J'indiquerai encore en terminant la formule: . 

F{3) + Fi7) + . . . + F(4n + 3) = 'H^ ^V+^ + i^^ 

la somme du second membre s'étend a tous los entiers posififs, c et c' 
satisfaisant ä la condition: 

(c + l){2C + 2C"+ 1) <W + I, 

en convenant de réduire ä moitié les termes qui sont donnés quand on 
suppose c' = o. La demonstration de ce resultat sera Pobjet d'un travail 
qui paraltra prochainement. 



OBER die 
DURCHDRINGUNG GLEICHSEITIGER ROTATIONSHYPERBOLOIDE 

VON PARALLELEN AXEN 

f 

VON 

WILH. FIEDLEE 

in ZiJRICH. 



I. 



mnleitung. 

Das Anschauungsgebiet, in welchem sich die nachfolgenden Ent- 
wickeluiigen bewegen, ist durch folgende Betrachtungen einfach zu um- 
schreibcn. 

Wenii zwischen den Radien B und r von zwei Kreisen in derselben 
p]bene, von dcnen der erstc als fest gedaclit wird, und ihrer Centraldistanz 
2 c eine der Relationen 

{2cy = R' + r\ {2cy + B' = r\ (2c)' + r' = B' 

des Pythagoräisclien Satzes bcsteht, so wird dadurch der Reihe nach aus- 
gesagt, dass die Kreise B und r sich orthogonal durchschneiden, dass der 
Kreis B von r öder cndlich der Kreis r von B diametral d. h. in den 
Endpunkten eines seiner Durchmesser geschnitten wird. Und weil die 
beiden letzten Relationen durch Zeichenwechsel von B^ resp. r^ aus der 
crsten hcrvorgehen, so sägen wir, dass der OrthogonalschnUt eines rein 
iinaginaren Kreises durch den Diametralschnitt seines reellen Stellvertreters 
odcr Symmetriekreises ersetzt wird. 

Äcta matttemalioa. 5. Impriiué 10 Septeiubre 1884. 
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Betrachtet man die Centraldistanz 2C als unabhänglge Veränderliche 
und den Radius r als Function derselben, so erhält inan im ersten Falle 
filr 2c > By im dritten Falle fQr 2c < B und im zweitcn immer zwei 
gleiche und entgegengesetzte reelle Werthe von r; insbesondere den Werth 
NuU fur (26*)^ = B^ im ersten und dritten Falle, aber nur för 

{2cy + B' = o 

also bei reellem Radius fttr keinen reellen Werth der Centraldistanz im 
zweiten Falle; 2c = o giebt im ersten Falle den rein imaginären Func- 
tionswerth r^ = — i?^, im zweiten und dritten r^ — 72^, zugleich den 
kleinsten und resp. grössten reellen Werth der Function. Trilgt man von 
den Punkten der durch den Werth von 2c gegebenen zu 22 concentrischen 
Kreise der Ebene öder Tafel i|uf ihre zugehörigen Normalen die Werthe 
r ab, die ihnen entsprechen, so erf ollen die Endpunkte in jedem Falle 
eine zur Tafel orthogonal-symmetrische Fläche; eine BotationsfläcJie ziveiten 
GradeSy weil ftir die Normale im Mittelpunkt von 72 als Axe der z und 
zwei zu einander rcchtwinklige Durchmesser desselben Kreises als Axen 
der X und y wegen (2cy = x^ -{- y^ und r' = z^ die obigen Relationen 
tlbergehen in 

x' + y' = B' + z\ a:' + y' + 22' = z\ x^ + y'' + z^ = B\ 

Von diesen Flächen ist die dritte. die Kugél tiber dem Hauptkreise 22, 
die erste und zweite haben den gleichseitigen Rotationskegel ^c' + y' = z*^ 
zum gemeinsamen Asymptotenkegel und werden als einfaches und zwei- 
faches gleichseitiges Botationshyperholoid unterschieden. Die erste und dritte 
Fläche ber(\hren einander mit zur Tafel normalen Tangentialebenen in 
allén Punkten des Kreises 22, die zweite und dritte mit zur Tafel paral- 
lelen Tangentialebenen. *m den Punkten o; = o, y = Oy z^ =^ B^. Wir 
sägen, dass die Kreise in der Tafel, welche einen festen Kreis B derselben 
orthogonal resp. diametral schneiden, die Bildkreise der Punkte eines ein- 
fachen resp. zweifachen gleichseitigen Rotationshyperboloides sind, far 
welches 22 der Hauptkreis ist, und nennen diese Gesammtheit das Netz 
von Kreisen mit reellem und resp. imaginarem Orthogonalkreis; während 
die Kreise der Tafel, die von 22 diametral geschnitten werden, die Bild- 
kreise fQr die Punkte der Kugel sind, die jenen zum Hauptkreis hat. 
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Dic Querschnitte der drei Flächeu mit der Ebene i/ = o, also die 
Hyperbelii mit der Centrale der Kreise öder der Axe x als Hauptaxe 
resp. Nebenaxe uiid der Kreis 

x' — z' = K\ z' — x'' = R\ x' + z' = B\ 



sind die Repräsentanten der Bäschel von Kreisen mit (rrew^punkten resp. mit 
(jn( wö?punkten, die aus Punkten von a; einen gegebenen Kreis :r^ + //^ = i2^ 
orthogonal resp. diametral sehneiden öder endlich, die diametral von ihm 
geschnitten werden. 

Endlich sehen wir, dass der Sehnitt des einfachen Hyperboloides 
x'^ + !/^ " R^ + ^^ i"»t jedcr der Ebenen y - + R dureh x^ — z^ -= o 
öder (p6 -{• z){x — z)-=o ausgedrtlekt wird öder aus zwei in der Kelil- 
kreistangente y= + ll projicierten dureh x = Oj z-^o gehenden uuter 45° 
zur Tafel gencigten Geraden besteht, und aus der llotationssymmetrie der 
Flaehe folgt dass dies fUr jede der den Kehlkreis beriihrenden Nornuil- 
ebenen zur Tafel stattfindet, eder dass die Fläehe zwei Systeme reeller 
gerader Linien enthält, repräsentiert dureh die Böschel sich bertthrender 
Kreise, die zu dem Kehlkreis in demselben Punkte orthogonal sind; sie 
sollen ihre ManteUinien genannt werden. 

2. Wenn die reellen Kreise R und r in der Tafel sich unter dem 

Winkel a reell sehneiden, so hat man fttr das Quadrat ihrer Central- 

distanz 

{2cy - jR^ + r^ — 2Rr cos ö-; 

wir setzen auf Grund des vorigen fest, dass der Sehnitt des rein imagi- 
naren Kreises vom Radius iR resp. ir mit dem Kreise r öder R unter 
dem Winkql-vom Cosinuswerth i cos a, endlich der Sehnitt der rein ima- 
ginären Kreise iR und ir unter dem Winkel (t ausgedrtickt werde dureh 

(26)' - — K' + r' + 2Rr cos^, (26')' ^ Ii' — r' + 2Rr cos^, 

{2cy — — R' — r' + 2JBr cosö- 

resp. Man hat damit ftir die dureh solche Kreissysteme cyklographiseh 
abgebildeten FlRchen der Reihe nach 

X' + y' — R' + Z'— 2RZ COS(T, x' + 7/^ ^ — Ä' + ^^ + 2Rz cos^, 

x'^ + y^ =- R'^ — z^ + 2Rz cos a, x^ + y^ -= — R^ — ^^ + 2Rz cos a. 
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Setzt man (z — z^) i\\v z uud bestiinirit z^ jeweileii so, dass die erstt* Potuiiz 
von z den Coeflicicnten NuU erlilUt, was fur dit* zweitc z^-— — ifcosö* 
und fur die drei andern ^^^-jBcosö- liefcrt, so gehcn dic Gleicliungen 
tibcr in 

x' + if -^ K\i'— cosV) + ^'\ ^'' + y' - — i2'(i + cos''ö') + z\ 
j;} + ,f + ^-^ _ 7?^(i 4- cos*'^), x' + y' + z' ^ äV«*'^— i) 

und ziiigen damit dic Flächen als einfache und zweifache glcidiseitiye Ruta- 
tionshjperholoide und als Kugehi von einfach bestimniton zur Tafel paral- 
Idcn Ilauptebenen und Iladien. Insbcsondere ist die erste fur ulle reellen 
(T ein einfaches und fiir die nicht reellen mit reellen Cosiimswerthcn ein 
zweifaches Hyperboloid, die letzte nur fur cqs*^ö'> i oine reelle Kugel. 
Damit ist der Schnitt von Kreisen in einer Ebene unter Winkeln von 
vorgeschriebenem Cosinuswerth öder der Winkehchnitt fiir reelle und fiir 
rein imaginäre Kreise durch einfache Constructionen bestimmt. Unter 
den speeiellen Fillien fulirt cosö- — o auf die Grundgleichungen in § i 
zurOck; cosö'=+ i macht aus der ersten und der letzten Gleichung 
respective 

x^ + if -^ {R + z)'^ öder x^ + if — z' fur z^ =--- + ii, 2c =- 72 + r 
und 

x' + if- — {R + zY öder x' + t/' + z' o, 2c - i{R + r), 

die Asymptotenkegel der Hyperboloide und der Kugel. I>ie Speciali- 
sierung iWv den Schnitt mit der Ebene y=^o etc. wiederholcn wir nicht; 
bemerken aber dass fur den in eine Gerade tibergegangenen festen Kreis 
öder B und c als unendlich gross fur c als den Abstand der Geradcn 
vom Mittelpunkt des Kreises r wegen R — 26* = c und R -\- 2c 2R 
aus der Definitionsgleichung des Schnittwinkels durch Einsetzen und nach 
dem Versclnvinden von r^ g^g<-'n die unendlich grossen Glieder folgt 

r cos (T -— e öder cos a - - -^ - — cot<2; a 

iWv die Wahl der Axe x als normal zur Geraden R in der Tafel und 
fiir a als den Neigungswinkel der durch sie und die Punkte; (^r, z) öder 
die von den Bildkreiscn (e, r) dargestellten Punkte bestimmten Ebene 
gegen die Tafel. 
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Die Grenzwerthe von cosö* lieférn die zur Tafel normale Ebene als 
Grenzf(yi'm des einfachen Hyperboloides mit der Tafel als Hauptebene 
und die 45° Ebene als Grenzform des gleichseitigen Rotationskegels mit 
zur Tafel normaler Axe; mit cosö*^ i wird die unter melir öder weniger 
als 45° zur Tafel geneigte Ebene als Grenzform des einfachen resp. zwei- 
fachen Hyperboloides ftir unendlich wachsenden Spurkreis in der Tafel 
bezeichnet. Die Tangentialebene im Punkte x = R, y ^= o, z =^ o von 



x^ + !/ = ± R + z^ + 2Rzcos(r 

ist X + z cos (T = + R öder f ttr ihren Neigungswinkol zur Ebene xy ist 
cotga = cosfTj d. h. (ler Schniftwinkel der Bildkreise der Hyperholoid- 
punkte mit dem Spurkreis dessélben hat zu seinem Cosinus die Cotangente 
der Tafelneiffung des Hyperboloides im Spurkreis. Fttr das einfache Hy- 
perboloid ist der Schnitt der vorgenannten Ebene aus -cCos^ = JJ — x 
also {R — xY tg^ (7 = y'^ aus zwei reellen Geraden zusainmengesetzt (§ i). 
3. Irgend zwei der betrachtx3ten Flächen fttr reelle r durchdringen 
sich stets in einem KegelscUnitt im Endlichen, die Kegel und Hyperboloide 
in Folge ihrer bcsonderen Art und Lacre, nach welcher sie den unendlich 
fernen Querschnitt mit einander gemein haben. Dasselbe gilt auch im 
Bereich der vein imaginären r fftr die Durehdringung von zwei Kuge.ln 
aus demselben Grunde. Die Flachen aus xcellen r durchdringen sich 
dagegen mit denen aus rein imagiriRren r, weil sich kein fester Theil 
al)sondert, in doppelt gekrummten CurveUf selbstverständlich den Fall von 
Ebene und Kugel ausgenommen, der stets einen Kreis- liefert. Wir haben 
es im Folgenden nicht eigentlich mit diesen Durchdringungen von Kugeln 
und gleichseitigen llotationshyperboloiden zu thun, weil sie eine zwei- 
fache Interpretation derselben Grössen z einschliessen; aber es ist Grund, 
sie nicht ganz zu fiherg(»hen und sie mogen "am besten hior als Beispiel 
erörtert werden. Die Orthogonalprojection solchcr Querschnitt^ resp. 
Durchdrinffuno-en nach der Richtuno^ der Axen liefert die Theorie der 
Kegélsclmitte und gewisser Curven vierter Ordmwg aus Kreissystemetiy die 
ebenen Quorschnitte der Kugel- und die Durchdringungen von Kugeln mit 
einander flihren insbesondere auf cyklographische Eigenschaften der Ellipse. 
Man biidet die Gleichungen dieser Orthogonalprojectionen in allén FiVllen 
durch Elimination der z zwischen den Gleichunp^dti der sich Durchdrin- 
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genden Flftchen, wie cs hier fttr lÖkgél und Hyperholoid geschehen soll. 
Wir denken die Axe der z in der Mitte zwischen den Axen der FlÄchen 
und die der x als Verbindungslinie ihrer Fusspunkte in der Tafel, dann 
den Mittelpunkt der Kugel in der Tafel, so dass mit 2C als dem Abstand 
der Axen und der Hauptkreisprojectionen der Flächen 

{x + cY + ?/^ + ^^ = r\j {x — cy + 1/ = rl + ^^ — 2r2Z costr 

ihre Gleichungen sind; die Elimination der z aus denselben giebt all- 
gemein för die Projection der Durchdringung 

{2{x' + y' + O - (r? + r^y = 4'1 cos»^{r? - {x + c)' - f\. 

Mit cos(T = o öder dera Kugelmittelpunkt in der Hauptebene des Hy- 
perboloids und mit c = o öder för zusammenfallende Axen der Flächen 
reduciert sich dies auf 



^' + ?/ 



r\ + r; — 2c* 



3 



= O, 



resp. 

{x' + yy - {x' -f y')\r] + r:j( i - cos» rr)} + ^ {(rf + riy - 4»t;1 cos» a\ =^ o; 

den doppelt zahlenden Kreis- aus der Mitte der Centrale durch die Schnitt- 
punkte der Hauptkreise, und resp. ein Paar von concentrischefn Kreisen, 
die Projectionen der beiden FJächen gemeinsamen Parallelkreise, för welche 
der Factor von — (x^ + y^) die Suinrae der Radienquadrate und das ab- 
solute Glied das Product derselben ist; im letzten Falle bemerkt man, 
dass jene Summe mit der Summe der .Radienquadrate der Hauptkreise 
öbereinstimmt und insbesondere, dass för cos (t = o beide Kreise der Pro- 
jection in einen einzlgen zusammenfallen, desscn Radiusquadrat das arith- 
metische Mittel von denen der gegebenen Kreise ist; J. Steiner hat in 
§ 7 seiner Abhandlung Vber einige neue Bestimmtmgsarten der Ctirven 
zweiter Ordnung nébst daraus folgenden neuen Figenschaften derselben Curven 
vom Marz 1852 (Werke II, S. 462) diese Ergebnisse, zum Theil ohne 
nllhere Hestimmung und durchwe<y ohne Beweis, mitojetheilt Ich werde 
diese AJ)handlung wciterhin abkörzcnd durch St. 1852 unter Angabe 
der p. von Werke II citieren, denn es wird ^c\\ zeigen, dass meine An- 
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schauung ihren ganzen Inhalt auf das Einfachste liefert iind noch vielep 
hinzu zu ftigen gestattet. Jene Curve vierter Ordnung ist nach ihrer 
Entstehung der Ort vom Centrum eines Kreises, welcher von einem festen 
Kreise diametral und von einem andern unter Winkeln von vorgeschrie- 
benem Cosinuswerth geschnitten wird; der doppelt zählende Kreis ans der 
Mitte der Centrale entspricht der Orthogonalität der letzt^ren Schnitte; etc. 
Sind beide Flächen Kugéln 

(:r + cY + //^ + ^^ = r{, (;r — r)' + y' + z^ = n + 2)\z cos^, 

so ist die Projection der Durchdringung, die Ellipsc 

{r\ — r\— ^ccry = pi cosVjr? — {x + c)^ — if}, 

der Ort vom Centrum eines rein imaginarcn Kreises, der vom Hauptkreis 
der ersten Kugel orthogonal und vom Spurkreis der zweiten unter einem 
Winkel von vorgeschriebenem Cosinuswerth geschnitten wird; etc. In 
allen Fallen einer ebenen Durchdringung von zwei Flllchen mit derselben 
Hauptebene, also fttr zwei Kugeln und fCir die Combinationen von zwei 
Hyperboloiden mit in der Tafel liegenden Mittelpunkten, entsteht als 
ihre Projection iWQj^Fol^nzhnie der Hauptkreise mit den Gloichungcn resp. 

^cx = r\ — A , 4r.r = rl — r\ , ^rx = rl + rl 

för zwei Kugeln wie fiir zwei einfache Hyperboloide mit denselben Haupt^ 
kreisen, fftr zwei zwcifache Hyperboloide und flir oin einfaches und ein 
zweifaches Hyperboloid; sie ist desshalb fttr zwei reelle Kreise innerhalb 
derselben der Ort der Centra der Kreise, die von ihnen diametral und 
ausserhdlb der Ort der Centra der Kreise, die von ihnen orthogonal ge- 
schnitten werden; fttr zwei rein imaginäre Kreise der Ort der Centra von 
Kreisen, welche sie diametral schneiden, etc. Die Formeln enthaltén die 
Regeln ihrer Construction. 

4. Da die Projectionen der Durchdringungen von Hyperboloiden im 
Allgemeinen Kegehchnitte sind, so erhalten wir fttr diese eine Reihe von 
Beziehungen zu Kreissystemen, welche den verschiedenen Erzeugungen als 
Durchdringung entsprechend und von dem allgemeinen Fall zu den spe- 
ciellen Fallen ttbergebend sich wie folgt aussprechen lassen. Ein Kegel- 
schnitt ist der Ort der Mittelpunkte von reellen Kreisen in der Tafel, 

Äcta matfufituUim. o. Iiiipriiu{> IH Sfi>(eiiil>r(> HSSt. 4o 
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welche zwei gegebene feste einzeln öder ziisammen reelle öder rein imagi- 
näre Kreise unter Winkeln von resp. vorgeschriebenen Cosinuswerthen 
schneiden; von reellen Kreisen, die von zwei festen Kreisen den einen or- 
thogonal resp. diametral und den andern unter Winkeln von gegebenem 
Cosinuswerth schneiden. Er ist ferner, der Beiziehung der Specialformen 
Kegel und Kbene entsprechend, der Ort der Mittelpunkte v.on reellen 
Kreisen, die einen festen Kreis bertihren resp. durch einen festen Punkt 
gehen und einen zweitcn festen Kreis orthogonal, diametral öder unter 
Winkeln von vorgeschricbeneni Cosinus schneiden; von Kreisen, welche 
zwei feste Kreise gleichartig resp. ungleichartig berOhren; von Kreisen, 
die einen festen Kreis und eine feste Geradc der Tafel unter gegebenen 
Winkeln schneiden; öder die durch einen festen Punkt gehen resp. einen 
festen Kreis beriihren und eine Gerade unter gegebenem Winkel schneiden; 
öder die durch einen festen Punkt gehen resp. einen festen Kreis be- 
rfthren, einen festen Kreis orthogonal öder diametral durchschneiden 
und zuo^leich eine feste Gerade der Tafel unter voro^eschriebenem Winkel 
treffen. Dem Fa lie von zwei Ebenen entspricht endlich als Grenzform 
der Kegclschnittprojection die gerade TAnie, der Ort der Mittelpunkte von 
Kreisen, Avelche zwei feste Gerade, die Spuren jener Ebenen, unter Winkeln 
von gegebenem Cosinuswerth schneiden; und es . ist ^ffenbar, dass diese 
Kreise (»ine lineare Reihe mit dem Schnittpunkt jener Geraden als Durch- 
stosspunkt in der Tafel und als gemeinsamen Ähnlichkeitspunkt der 
Kreise bilden. 

Sowie nun in diesem besonderen Palle durch die Schnittlinie der be- 
trachteten Ebenen unendlich viele andere Ebenen gehen, deren Spuren in 
der Tafel, die Ähnlichkeitsstrahlen der Reihe von Kreisen, sllmtlich gleich- 
winklig schneidende jener Kreise fCir andere Cosinuswerthe sind, so 
gehen auch durch die allgemeine Durchdringung von zwei parallelaxigen 
gleichscitigen Rotationshyperboloiden unendlich viele solche. Flächen, eine 
durch jedcn Punkt wie dort; alle diese Flilchen bilden das Buschel der 
ffleirhseififfen paraUelaxigen Rotaiionshyjyerboloide, und sein Querschnitt mit 
irgend eincT Ebene ist ein Bttsehel von Kegelschnitten mit zwei im Uri- 
endlichen und zwei im Endlichen gelegenen Grundpunkten, flir Ebenen 
normal zur Richtung seiner Axen insbesondere ein Bttschel von Kreisen. 
Wir haben eine alloremeine Eicrenschaft und einen unterscheidenden Cha- 
ractor solcher Buschel hervorzuheben, die Existenz einer geraden Linie als 
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Ort ihrcr Mittelpunkte uiicl die eigcntlicheii Kegd untcT iliren Flflchen. 
Was die erstc betrifft, so ist bekanntlicli der Ort der Mittelpunkte der 
Fblchen eiiies Buscliels von Flächen zweiten Grades eine doppelt ge- 
kruininte Curve dritter Ordnung, welehe durch *die Eckcn seines gcmein- 
samen Quadrupels harmoiiischer Pole und Polarcbeiien hindurehgeht iirid 
daher durch die Mittelpunkte der zwei nothwendig gegebenen FUlchen 
des Biischcls bcstinimt ist. Aber in unscrem Falle zerfällt die Durcli- 
dringung in den unendlich fernen gemeinsanien Parallelkreis der Hyper- 
boloide und einen Kegelschnitt im endlichen Rauni; in den unendlich 
fernen Punkten, welche beiden geniein sind, haben alle Flächen des 
Blischels diesclben Tangentialebenen, jene sind Ecken des Quadrupels, 
diese die zugehörigen Polarebenen, und ihrc Schnittlinie ist der elgcntUche 
Mitteljmnktsort der Flächen des Buschels; diese Mittelpunktsgerade geht 
soniit durch den Pol der unendlich fernen Geraden der Ebene des Durch- 
dringungskegelschnittes in Bezug auf den unendlich fernen Parallelkreis 
der FhVchen nach dem Mittelpunkte jenes Kegelschnittes und liegt daher 
in der Axenebeile der geo:ebenen Flilchen. Aus dieser Vertheilung der 
Mittelpunkte der Flächen des Btlschcls folgt, dass jede zur Tafel parallele 
Ebene die Hauptebene fttr eine seiner Flächen ist, deren Spur in der 
Tafel derjenige Kri^is seines SpurenbOschels ist, der die Projection ihres 
Mittelpunktes zu seinem Mittelpunkte hat. 

5. Die zu den erwahnten unendlich fernen Quadrupeleekcn gehörigen 
doppelt projicierenden Kegel der Durchdringung sind degcneriert in die 
zugehörigen Strahlenbiischel in der unendlich fernen Ebene und der Ebene 
des Durchdringungskegelschnittes; je nachdem die beiden auf der Mittel- 
punktsgeraden im Endlichen liegenden Ecken dos Quadruj)els reell öder 
imaginär sind, werden auch die bétden eigentlichen Kegel unter den 
Flächen des BHschels reell existiren öder nicht. Wir unterscheiden dar- 
nach Buschel von parallelaxigen gleichseitigen Hyperboloiden mit reellen 
Kugeln von solchen ohne reelle Kegel. 

Sind die Kegel reell, so haben sie in der Verbindungsebene der Axen 
je zwei zu diesen unter 45° geneigte Mantellinien, deren endlich entfernte 
Schnittpunkte ausser den Kegelspitzen die beiden Punkte des Durchdrin- 
gungskegelschnittes in der Axenebene und somit seine Scheitel sein 
mttssen. Unsere Kegel werden also nur dann nicht reell sein, wenn es 
diese Scheitel des Kegelschnittes in der Axenebene nicht sind, d, h. wenn 
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derselbe einc Hyperbel ist, deren Nebenaxe in der Axeiiebeiic uiid in der 
Falllinic ihrcr Ebene zur Tafel liegt; und wenn also die Mcridiane der 
Flächen in der Axenebene ein BOschel paralleler gleichsei tiger Hyperbel n 
ohné reelle Grundpunkte im Endlichen bilden. 

Im Falle reeller eigentlicher Kegél sind diese zugleich die Grmz- und 
Vbergangsformen zwischen den einfachen und deii zweifachen Hyperboloiden 
des Biisehels, wie dies die Anschauung des Bilschels ihrer Meridiane in 
der Axenebene zeigt. Sind M^, M^ die Mittelpunkte der Kegel, so liegen 
entweder die Mittelpunkte der einfachen öder die der zweifachen Hyper-. 
boloide in der endlichen Strecke M^M^ und die der zweifachen resp. ein- 
fachen in den beiden unbegrenzten Sti-ecken dieser Geraden ausserhalb 
M^M.y Weil in dem unendlich fernen Punkte dieser Geraden Mittel- 
punkte der zwei in zusammenfallende Ebenenpaare degenerierten doppelt- 
projicierenden Cylinder des Bt^schels sich befinden, so verschwindet die 
zweite Gruppe der zweifachen resp. einfachen Hyperboloide, indem sie 
mit diesen ihren Grenzformen durch deren Vereinigung zwsammen fallt 
Wenn also die Ebene des Durchdringungskegelschnittes selbst zu den 
zweifachen Hyperboloiden gehört, d. h. wenn ihre Tafelneigung kleiner 
als 45° und somit der Kegelschnitt eine Ellipse ist, so liegen auf der 
Geraden M^M^ in der endlichen Strecke zwischen diesen Punkten die 
Mittelpunkte der einfachen Hyperboloide; wenn aber die Ebene des Kegel- 
schnittes eine Tafelneigung grösser als 45° hat, und somit zu den ein- 
fachen Hyperboloiden zählt, der Kegelschnitt also eine Byperhel mit der 
Hauptaxe auf der FalUinie in der Axenebene ist, so liegen in der end- 
lichen Strecke M^M^. die Mittelpunkte der^ zweifacJien Hyperboloide. 

Wenn die Kegel nicht reell sind, der Durchdringungskegelschnitt 
also eine Hyperbel ist und somit seine Ebene zu den. einfachen Hyper- 
boloiden gehört, so besteht das Flächenbttschel aus ImUer einfachen Hyper- 
boloiden und man sieht zugleich, dass ein Blischel von lauter zweifachen 
Hyperboloiden mit einem reellen Durchdringungskegelschnitt nicht möglich 
ist. Der Fall des Kreises und der gleichseitigen Hyperbel als Durch- 
dringung schliessen sich dem unmittelbar an. Im Falle der Parabel hat 
die Ebene der * Durchdringung die Tafelneigung 45° und ist zugleich 
der eine der beiden eigentlichen Kegel, so dass nur der letzte noch bleibt; 
seine Spitze M zerlegt die durch sie gehende Parallele zur FalUinie der 
Farabelebene als Mittelpunktsort in zwei unbegrenzte Theile, in denen 
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je (lic Mittelpuiikte der cinfaclieu urid die der zweifachcn Hyperboloide 
des BQschels sich befinden. 

6. FQr die in § 4 tlibersichtlich dargelegte Theorie der Kegelschnitte 
aus Kreissystemen ergebeii sich damit bcsoiiders die folgenden Resultate. 
Die Spurkreise der Hyperboloide des Flächenbilschels in der zu den Axen 
nor målen Tafel bilden cin Btischel mit der Spur der Kegelschnittebene 
als Potenzlinie und den Schnittpunkten des Kcgelschnittes mit der Tafel 
als Grundpunkten sowie der Spur der Axenebene. als Centrale; einer 
unter diesen Kreisen hat den Durchstosspunkt der Mittelpunktsgeraden 
des FlilchenbttscheLs in der Tafel zum Mittel punkt und ist der reelle 
öder rein imaginJire Hauptkreis des entsprechenden einfachen öder zwei- 
fachcn Hyperboloids; reell, wenn jener Durchstosspunkt in einer Strecke 
der Mittelpunkte einfacher Hyperboloide liegt, rein imaginär iln andern 
Falle. Enthält das Flächenbuschel zwei reelle Kegel, so theilen die Mittel- 
punkte 6\, C^ ihrer Spurkreise die Centrale in drei Theile, auf welche 
sich die Mittelpunkte der Spurkreise der einfachen und der zweifachen 
Hyperboloide nach den vorigen Ermittelungen vertheilen. Die Bildkreise 
der Punkte des Kcgelschnittes stehen zu diesen Spurkreisen und speciell 
zur Potenzlinie ihres Bttschels in den in § 4 geschilderten Beziehungen; 
sie bertthren die Spuren der Kegel gleichartig resp. ungleichartig, sodass 
(vergl. § 1 3 und § 30) die Centra dieser Kreise die Brennpunkte der Ke- 
gelschnittprojection sind; sie schneiden jeden andern Kreis des BOschels, 
die Potenzlinie eingeschlossen, unter festen Winkeln, einen unter ihnen 
orthogonal resp. diametral, nämlich den Hauptkreis des Hyperboloids im 
Biischel, welches seinen Mittclpunkt in der Tafel hat; und zwar sind die 
Schnitte der Bildkreise mit den Spurkreisen einfacher Hyperboloide reell 
und mit denen der zweifachen imaginär, letzteres im Sinne von § 2. Fllr 
die verschiedenen zu den Axen desselben Flachenbttschels normalen Tafel- 
ebenen ist die Projection der Durchdringung immer sich selbst congruent, 
die lladien der Bildkreise ihrer Punkte verJlndern sich von der einen 
zur anderen um constante Längen, wie auch die Radien der Kegelspur- 
kreise; ftir die Kreise des neuen Spurenbttschels der Flächen haben diese 
neuen Bildkreise wiederum, aber mit jeweilen anderen Cosinuswerthen die 
Qualitrit von gleichwinklig schneidenden Kreisen. Immer ist der einem 
Spurkreis entsprechendc Cosinuswerth der Cotangente des Winkels gleich, 
unter dem das zugehörige Hyperboloid von der Tafel geschnitten wird — ^ 
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in dem besonderen durch § 2 begrundeten Sinne fur die rein iniaginären 
Spurkreise, die niir auftreten, wenn das Flächenbftschel reelle eigentliche 
Kegel enthalt. Ist die Durchdringung eine Hypqrbel mit der Nebenaxe 
in der Axenebene der Flachen, so gehen flir jede Lage der Tafel die 
Kreise des Spurenbttschels durch zwei reelle Punkte und die Schnitte der 
Bildkreise mit ihnen sind ausnahmslos reell, fi\r cinen unter ihnen ortho- 
gonal. In den tibrigen Fallen trennen die Spurkreise der Kegel im BOschel, 
die von den Bildkreisen bertthrt werden, die Spurkreise mit reellen von 
denen mit imaginJlren Schnitt^n. In der Region öder Schicht der Mittel- 
punkte der zweifachen Hyperboloide erscheinen dann auch, durch die 
der BerlVhrung der Tafel mit zweifachen Hyperboloiden des BOschels ent- 
sprechenden Nullkreise öder Grenzpunkte von den reellen getrennt, rein 
imaginäre' Kreise unter den Spuren. 

Die Spuren in den durch die Scheitel der Durchdringung gehenden 
Tafelebenen sind insbesondere Böschel berOhrender Kreise; im Falle der 
parabolischen Durchdringung giebt es' nur eine solche Lage der Tafel, 
die die Lagen, denen Spurenbttschel mit Grundpunkten entsprechen, von 
denen trennt, welche Spurenbttschel mit Grenzpunkten liefern; in jedem 
SpurenbDschel wird eiu Kreis und die Potenzlinie von den Bildkreisen 
der Parabelpunkte berUhrt, sowie einer orthogonal resp. diametral ge- 
schnitten, und der letzten Alternative entsprechend sind die Schnitte der 
Bildkreise mit den Spurkreisen durchweg reell resp. imaginär. (^) 



Allgemeine EiyenHchaften dei' Durchdringunff and Ihrer På*oJection. 

7. Weil in jedem unserer Flächenbuschel mit reeller Durchdringung 
unendlich viele einfache Hyperboloide auftreten, aber nicht stets zwei- 
fache Hyperboloide und Kegel, * so beginnen wir mit der Untersuchung 
der Durchdringung von zwei einfachen Hyperholoiden, 

Die Projection derselben auf die Normalebenen zu den Axen ist die 
Construction eines Kegelschnittes aus zwei reellen Kreisen die ihn doppélt he- 



(*) FUr weitere AusftthruDgcn vcrweise ich auf mcine Cyklographie (Leipzig, Tcubncr 
1882, 263 p. 8° mit 16 lithogr. Tafelo). 
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ruhren; diese Kreise sind die Projectioncn der Kohlkreise Äj, ^^ der sich 
durchdringenden Hyperboloide, weil in allén Punkten des Kehlkreises die 
Tangeritialebenen des Hyperboloides normal zur Ebene desselben stehen 
(§ i) und die Tangente des Durchdvingungskegelschnittes in jedem seiner 
Dnrchschnittspunkte P, P' mit dem Kehlkreis sich zusammenfallend mit 
seiner Tangente in deniselben Punkte projiciert. Wir sehen dainit sogleich 
auch, dass die reellen doppelt bertthrenden Kreise sich theilen werden in 
solche, welche reell und solche, welche imaginär doppelt berfthren; die 
Projection der Durchschnittslinie zwischen der Kehlkreisebene und der 
Ebene des Durchdringungskegelschnittes ist die zugehörige Sehne s^ resp. 
s^ der doppdten Beruhnmg und ihr Pol S^ resp. S^ in Bezug auf die 
Kehlkreisprojection Äj resp. Ä^ projiciert die Schnittpunkte der Paare 
von geraden Mantellinien des bezttglichen Hyperboloids, die von jenen 
Punkten P und P ausgehen. Bertthrt die Sehne s den zugehörigen Kreis, 
so ifit (ler Bertthrungspunkt einer der in der Centrale liegendcn Scheitel 
der Kegelschnittprojection und der Pol 8 fällt mit ihm zusammen; beide 
Beruhrungsstellen zwischen Kreis und Kegelschnitt sind zu einer vier- 
punkligen Berilhung in diesem Scheitel des letzteren zusammengerttckt; offen- 
bar biidet diese vierpunktige Bertlhrung den Ubergang von den reell 
doppelten zu den imaginär doppelten B^rtthrungen reeller Kreise mit der 
Projection des Kegelschgittes, Wenn die in der Axenebene liegenden 
Scheitel des Durchdringungskegelschnittes nicht reell sind, also nach § 5 
das FlächenbCischel keine cigentlichen Kegel enthalt, so giebt cs solche 
Ubergange nicht, und alle so entstehenden reellen Kreise berOhren die 
Kegelschnittprojection reell doppelt. 

Enthält das FlachenbOschel reelle Kegely so sind die Projectionen 
ihrer Mittelpunkte öder Spitzen die doppelt bemhrenden Kreise vom Badhis 
Ntill ftir die Projection der Durchdringung; nach der Bed eu tung der 
KegelspitÄcn in der Mittelpunktslinie bilden sie den Ubergang von den 
reellen zu den imaginären doppelt beröhrenden Kreisen aus Punkten 
derselben Axe, welche in diesem Falle immer die Hauptaxe der Kegel- 
schnittprojection ist; sie gehören selbst zu den reellen Kreisen, welche 
imaginär doppelt berlihren, und die Sehne dic&er Bertthrung ist die Pro- 
jection der Schnittlinie der Kegelschnittebene mit der durch die betref- 
fende Kegelspitze gehenden Normalebene zu den Axen .als der Hauptebene 
des Kegels. Wir kommen darauf zuröck (§ 30). 
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Auf dem einfachcn gleichseitigen Rotationshyperboloid gehen durch 
jeden Punkt P zivei ziir Axe wie zu ihren Normalebenen unter 45° ge- 
neigte gerade Mantéllinim; sie liegen in der durch ihn gehenden zur Axe 
parallelen Ebenen, welche seinen Kehlkreis bertihren und sind daher in 
den Tangenten an dic Kehlkreisprojection ^^ prqjiciert, welche von der 

• Projection von P ausgehen. Die Lilngé dieser Tangenten von dieser Pro- 
jection bis zur Berfthrungsstelle ist der in der Richtung der Axe gemes- 
senen Entfernung d des Punktes selbst von der Kehlkreisebene gleich 
und verhält sich daher zur Länge der Mantellinien zwischen dem Punkte 
und dem Kehlkreis des Hyperboloids wie i : y/7. Diese Lange der Mantel- 
linien ist also ft\r alle Punkte eines zur Tafel parallelen Querschnittes öder 
Parallelkreises 5^^ dieselbe; und wenn wir zwei Paralldkreise 5^,, ^^ des 
nämlichen Hyperboloides betrachten, so erkennen wir die Länge seiner 
Mantellinien zwischen denselbcn als constant, nämlich das y2^-fache der in 
der Richtung der Axe gemessenen Distanz d^^ jener Ebenen, und die*Pro- 
jection jener Längen, die dieser Distanz gleich ist, als die auf den Tan- 
genten der Kehlkreisprojection fif von den Projectionen jener Parallelkreise 
5p,, 5jjjj bestimmte Sehne (Fig. i); und zwar liegt der Bert^hrungspunkt 
an der Kehlkreisprojection ZAvischen den Endpunkten der bezOglichen 
Sehncnlänge öder nicht, je nachdcm der Kehlkreis selbst innerhalb öder 
ausserhalb der durch jene Parallelkreisebene beg»enzten Schicht des Raunies 
liegt, öder die Distajiz rfj^ ist in jenem Falle die halbe Summe und in 

- diesem die halbe Differenz der in den Kreisen 5^^ ^^"^ ^\ ^^^^ Tangenten 
von ^ gelegenen Sehnen. Insbesondere ist die Länge einer Kehlkreis- 
tangente bis zur Projection des Parallelkreises 5p die Distanz der Ebene 
des letzteren von derjenigen des Kehlkreises. 

Betrachten wir nun den Querschnitt eines solchen Hyperboloids mit 
einer Ebene, die wir durch ihre Spnr in seiner Hauptebene und ihren 
Neigungswinkel a gegen diese bestimmt denken, so ist för jeden seiner 
Punkte die Länge der von seiner Projection auf die Hauptebene an den 
Kehlkreis gehenden Tangenten seiném Abstand von dieser Ebene gleich; 
und da tga das Verhältniss der Entfernung irgend eines Punktes der 
Ebene von der Kehlkreisebene zum Abstand seiner Projection von ihrer 
Spur in dieser Ebene ist, so erkennt man f(\r (die Punkte der Projection 
desselben Querschnittes das Verhältniss der ih^en zulxommenden Kehlkreis- 
tangentenlänflen zu ihren Ahstdnden von der Spur als ronstant; öder die 
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Punkte eines Kegelschnittes haben f(\r einen' seiner reellen doppelt be- 
röhrenden Kreise Tangentenlängen und von seiner Bertihrungssehne Ab- 
standc, deren Verhältniss ftir alle dasselbe ist; insbesondere fttr die Parabel 
gleich Eins. 

8. Wenn zwei einfache gleichseitige Rotationshyperboloide von pa- 
rallelen Axen, deren Hauptebenen die Distonz d von einander haben, 
einen reellen Kegelschnitt als ThircMringung erzengen, so ist jeder Punkt 
P desselben der Schnittpunkt von zwei Mantel linien der einen mit zwei 
Mantellinien der andern Flache, die in der Projection als die 2 Tangen- 
ten aus seiner Projection P an die Projectionen der Kehlkreise Äj, ffjj 
erscheinen, und die Längen t^y t^ derselben von P* bis zu den respectiven 
Bertlhrungspunkten sind nach § 7 zugleich die in der Richtung der Axen 
gemeésenen Distanzen von P bis zu den Kehlkreisebencn. In Folge 
dessen ist ftir alle Punkte des Kegelschnittes innerhalb der Schicht zwischen 
den Kehlkreisebencn beider Hyperboloide die Summe und ftir alle Punkte 
desselben ausserhalb dieser Schicht die Bifferenz jener Tangentenlangen 

• 

^j, t^ constantj nämlich der Bistanz d der Kehlkreisébenen gleich. Und der 
Ort eines Punktes, ftir welchen die Summe öder der Unterschied der 
Längen der von ihm ån zwei feste Kreise seiner Ebene gehenden Tangenten 
constant bleibt, ist ein Kegelschnitt, der diese beiden Kreise je doppelt 
bertihrt und dessen eine Axe in ihre 'Centrale fällt — der erstc Haupt- 
satz in St. 1852 (p. 447), mit dessen Entwickelung sich diese Abhandlung 
alsbald ausschliesslich beschäftigt 

Nach dem Schluss von § 7 tritt zu ihm der Satz: Ftir alle doppelt 
jedoch nicht umschliessend bertihrenden Kreise eines Kegelschnittes aus 
Punkten derselben Axe ist das Verhältniss der Summe öder Differenz der 
Längen der Tangenten, die von einem seiner Punkte an sio gehen, ^zum 
Abstand von ihren Bertihrungssehnen eine Constante; ftir die Parabel 
speciell gleich Eins. 

Wenn der Duröhdringungskegelschnitt die Ebenen beider Kehlkreise 
reell durchschneidet, so wird dadurch sein Umfang in drei TheUe zerlegt, 
von denen die ?5wei ausserhalb der Schicht der Kehlkreisebencn gelegenen 
den dritten in derselben einschliessen ; in diesem findet die constante 
Summe, in jenen beiden die constante Diiferenz statt ftir die Längen der 
Mantellinien auf der Fläche wie för die der Kreistangenten in der Pro- 
jection. In den bezeichneten Durchgangspunkton selbst sind die Längen 
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der Mantéllinien des einen • Hyperboloids gleich Null und die des andern 
gleich r/y 2^, wie die Tangenten in der Projection von den Bertthrungs- 
punkten des Ke^elschnittes mit dem einen Kreis an den andei^n gleich d 
selbst. Geht der Durchdringungskegelschnitt nur durch den einen der 
Kehlkreise reell hindurch, so zerfällt er wie seine Projection dadurch in 
zwei Theile, mit constanter Summe in dem einen der Schicht angehörrgen 
und mit constanter Diflfcrenz in dem anderen; schneidet er cndlich keinen 
von beiden reell, so lindet far seinen resp. seiner Projection ganzen Um- 
fang constante Summe resp. DifFerenz statt, rfyi im Raume, d in der 
Projection. 

In je'dem Falle erhillt man hiernach aus den Projectionen der Kehl- 
kreise |?j, ^2 von zwei Hyperboloiden und der Distanz d ihrer Haupt- 
cbenen sofort die Khmente der Doppelberuhrung mit diesen Kreisen fiir 
die Projection der Durchdringung. Trägt man auf eine Tangente des 
Kreises i?j und auf eine Tangente des Kreises Jf?^ vom Bertihrungspunkte 
weg die Länge d ab, so ist der zu ^^ resp. »ft;, concentrische Kreis ^^a 
resp. i?2d durch den jeweilen erhaltenen End punkt die Projection des 
Parallelkreises des ersten resp. des zweiten Hyperboloides, welcher mit 
dem Kehlkreis des jeweilen anderen in derselben Ebene liegt. Im Fall 
reeller Schnitte sind daher die gemeinsamen Punkte von i^i, Si^a ^^^^ ^^^ 
von Äo, Slia die Beruhrpunkte, und die zugehörigen Tangenten von Aij 
resp. .(nfj die Tangenten der Projection mit diesen Kreisen. Nach der 
stereometrischen Bedeutung dieser Kreise erhält man aber auch im Falle 
nicht reellen Schnittes in den Potenzlinien von Äj, Si^a ^^^ von ii^, »ft,,, 
die Sehnen s^, s^ und in ihren Polen S^, S.^ in Si^, ^^ resp. die Pole 
der beztiglichen Doppelberiihrungen. (Vergl. St. 1852; p. 452.) Wir 
woUen anmerken, dass man die Elemente der BerDhrung mit den Grund- 
kreisen far die Curven vierter Ordnung des § 3 in ähnlicher Weise be- 
stimmen känn. 

9. Diese Construction erlaubt uns auch, die beiden KegélsclmUte in 
der Tafel zu bestimipen, welche einen festen Punkt P enthalten und zwei 
gegebene ihn nicht umschliessende reelle Kreise i?j, ^^ doppelt berilhren. 
Zieht man nllmlich von P die Tangenten von den Langen ^j und t^ an 
diese Kreise, so giebt {t^ + t^) die Distanz d^ der Kehlkreisebenen far ein 
Paar von Hyperboloiden, deren Durchdringungsprojectlon £, jene Bedin- 
gungen so erflillt, dass der Punkt F dus Bild eines Punktes derselben 
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zwischen den Kehlkreisebeneii ist und f^ — f.^ (fur t^ > /.J die Distaiiz d^ 
frtr die Hauptebeiieri von zwei Hyperboloiden gleieher Bedeutung, fttr die 
das Original von P ausserhalb jener Schicht liegt. Nach der vorher 
entwiekelten Regel erhalt man die Elemente der Doppelbertthrungen flir 
beide Kegelschnitte S< und ©^. Man construiert auch naeh den Regeln 
der darstellenden Geonictrie die Tangenten ^, und f^ der beiden Kegel- 
schnitte in P als Projectionen der bezttglichen Tangenten der Durch- 
dringungen mit den Distanzen di und rf^; man hat nur die Tafelspuren 
der Tangentialebenen beider Hyperboloide in dem in P projicierten Punkte 
der Durchdringung zu bestimmen und ihren Schnittpunkt, den Durchstoss- 
punkt der Tangente der Durchdringung, mit P zu verbinden. Zur Aus- 
fi\hrung (Fig. 2) denkt man etwa die Ebene des Kehlkreises Äj als Tafel- 
ebene und erhillt die Spur der Taiigentialebene des ersten Hyperboloides 
als die Beruhrungssehne der von P an W^ gehenden Tangenten, der Pro- 
jectionen sciner Mantejlinien durch den Punkt der Durchdringung in 
beiden Fallen; die Spur der Tangentialebene des zweiten Ilyperboloids 
im Original von P ist der Polare vön P in ft^ parallel und geht durch 
die Durchstosspunkte der in ihnen projicierten Mantellinien durch jenen 
mit der Tafel, die man erhillt, indem man die Tangenten mit dem von 
P aus mit der Länge t^ beschriebenen Kreise schneidet. In Folge dessen 
fallen sie und die Tangenten nur fttr P auf der einen Kreisperipherie 
und fttr P als eine Richtung zusammen; im ersten Falle ist die Tangente 
ohnediess bestimmt, im. andern ist sie rechtwinklig auf der Richtung von 
P. (Vergl. § 1 7.) Man bemerke noch den Specialfall, wo Atj und ft.^ 
Kreise vom Radius Null sind. 

Durch drei Punkte P^ P^, P.^ und einen doppelt beruhrenden Kreis 
Urt werden vier Kegelschnitte bestimmt, die wir als ebene Querschnitte des 
Hyperboloides mit dem Kehlkreis ft sofort construieren können. Die Punkte 
P, sind die Orthogonalprojectionen von drei Punktpaarcn in dieser Fläche, 
welche, zu dreien von den Projectionen P^, P^, Py mit einander combiniert, 
vier zur Tafel symmetrische Ebenenpaare bestimmen. Weil jene Punkte 
der Fläche cyklographisch durch die um P^, P^, P^ beschriebenen zu 
W orthogonalen Kreise il^, iij» S\ dargestellt werden (Fig. 3), so sind 
die vier Verbindungslinien Si ihrer Ahnlichkeitspunkte zu dreien die 
Spuren jener Ebenen und daher auch die Sehnen der DoppelberOhrung 
der vier Kegelschnitte mit dem Kreise Ä. Wir erhalten tiberdiess ihre 
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Tangenten in den Punkten P^, da ihre Durchstosspunkte in der Ebene 
von Ä die Schnittpunkte ihrer Polaren P< irn Kreise ^ mit den vier Ähn- 
liehkeitsaxen der Kreise Ä^ sind. Auch die Specialfälle der Construction, 
wo P3 auf dem Kreise Ä liegt, ft^ sich auf diesen Punkt reduciert und 
nur zwei Ähnlichkeitsaxen und Kegelscbnitte erhalten werden und wo P^ 
und Pj dem Kreise fi angehören und als einzige Ahnlichkeitsaxe der 
Kreise ^j, Ä^, 1^^ die Gerade F^F^ erhalten wird, sind bemerkenswerth. 
10. Die Mantellinien g^, l^ des ersten und die ^^t h ^^^ zweiten 
Hypcrboloids in einem Punkte P der Durchdringung bestimmen mit 
einander ausser den Tangentialebenen (fj^ und g^l^, die sich in der Tan- 
gente t der Durchdringung schneiden, noch vier ^henen g^l^, g^l^, g^g^^ 
Wj deren jede eine Mantellinie des einen mit einer Mantellinie des andern 
Hypcrboloids verbindet und somit beide Hyperboloide bertthrt. Lässt 
man P die ganze Durchdringung durchliaufen, so erhält man durch diese 
Construction die Gesammtheit der gemeinsamen Tangentialebenen beider 
Flächen; auch liefert jede der gemeinsamen Tangentialebenen beider Flachen, 
weil sie dieselben in zwei Paaren von Mantellinien ^j/j \xnA gj^ schneidet, 
vier Punkte der Durchdringung derselben g^l^y g^t^, g^g^, IJ^^ von deneu 
zwei zum endlichen Theil der Durchdringung d. h. zum Kegelschnitt ge- 
hören, indess die beiden anderen auf dem unendlich fernen gemeinsamen 
Querschnitt der Flachen liegen, weil jene vier Geraden als 45° Linien 
auf einerlei Ebene in Paaren parallel sein mttssen. Man sagt, die ge- 
tneinsame Curve und die gemeinsame Developpahle beider Flachen liegen 
perspectivisch zu einander. Im AUgemeinen gehen durch jeden Punkt des 
Raumes vier gemeinsame Tangentialebenen. beiden Flachen öder die ge- 
meinsame Developpahle derselben ist vierter Glasse, wie die gemeinsame 
Curve vierter Ordnung, Wir betrachten diejenigen, welche die Axenriuh- 
tung der Flächen enthalten öder zur Tafel normal sind, ihre Beröhrungs- 
punkte mit den Flächen also in den Kehlkreisen derselben haben und in 
den vier gemeinsamen Tangenten der Kehlkreisprojectionen Äj, 9t^ pro- 
jiciert sind. In einer dieser gemeinsamen Tangenten t sind die zwei 
Paare der in der zugehörigen Ebene enthaltenen Mantellinien g^jg^^l^^l^ 
der Flächen projiciert und sie bilden in jener ein Rechteck aus 45° Linien, 
die in Paaren durch die Bertihr ungspunkte Pj, P^ an den resp. Kehl- 
kreiseji gehen, welches wir durch Umlegung in die Ebene des Kehlkreises 
j zur Anschauung bringen. Die Mantellinien ^j, \ der ersten Fläche sind 
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dann die zur Tangeiite t in I\ unter 45"^ geneigten Geraden und die 
Mantelliiiien ff^, l^ der zweitcti ihre Parallelen durch einen in der Nor- 
male zu t in Tj uni die Distanz rf der Kehlkreiscbenen von T^ entfernten 
Punkt T^ (Fig. 4); die Richtungen der (/ und der I sind die in dieser 
Ebene liegenden Punkte des gemeinsamen unendlich fernen Querschnittes 
der Flachen, die beiden Schnittpunkte Pj, von g^l^ und P^j von g^l^ die 
zugehörigen Punkte des Durchdringungskegelsehnittes und die von ihnen 
zur Tangente t gefällten Perpendikel liefern ihre Projectionen P^, P, in 
dieser. Ziekt jnan durch T^ die Parallele zur Tangente ty so wird diese 
von den Senkrechten P^iP, und von den zu Z^, l^ parallelen Geraden 
durch Pj in demselben Punkte 1^ geschnitten und man hat 

d. h. die Prq/ectian der Burchdrinffungscurve bestimnU in Jeder der gemein- 
samen Tangenten eine Sehne P^F^, wdche der zugehörigen Distanz d der 
Keldkreisebenen gleich ist. 

Markieren wir ferner in der Centrale C^C^ der Kehlkreisprojectionen 
die Mitte -M , so geht die von dort zur Tangente gefällte Senkrechte 
sowohl durch die Mitte von P^P^ als durch die der Geraden P^^P^^y 
der Spur der Ebene des Durchdringungskegelsehnittes in der gemeinsamen 
Tången tialebene ; in Folge des ersteren ist auch MP^ = MP^ und zudem 
ist die Mitte von P^P^ zugleich die Mitte von T^T^y d. h. der Schnitt- 
punkt der Tangente mit der Potenzlinie p der Kehlkreisprojectionen. Öder 
jene vier der Distanz d gleichen Sehnen des Kegelschnittes auf den gemein- 
samen Tangenten der Kehlkreisprojectionen haben ihre Mitten in der Potenz- 
linie der letzteren und ihre vier Endpunkte fur die äusseren und resp. die 
inneren gemeinsamen Tangenten je auf einem Kreis ^, der die Mitte M der 
Centrale C^C^ zum Mittdpunkt hat; die Perpendikel, die man auf ihnen 
in ihren Schnittpunkten mit der Potenzlinie errichtet, gehen durch die 
Mitte der Centrale; die vier Bertthrungspunkte der äusseren gemeinsamen 
Tangenten und wieder die der inneren mit Ä^, Ä, liegen auf zwei Kreisen 
um denselben Punkt M. 

Jenes liefert bequenie Mittel zur Construction unseres Kegelschnittes, 
die man bei Sr. 1852; p. 455 f. auch findet. Ihre Umkehrung giebt den 
Satz: Jeder Kegelschnitt, welcher zwei feste reelle Kreise nach parallelen 
Sehnen doppelt bertthrt, ist die Projection der Durchdringung von zwei 
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gleichseitigeii einfaclien Rotationshyperboloidcn mit jenen als Kehlkrcis- 
projectionen und der gleichen Länge seiiier Sehncn in ihrcn genieinsanien 
Tan(]Centen als Distaiiz ihrer Kehlkreisebenen. Der Ke<j[elschnitt känn 
also die gerneinsamcn Tangenten nur beruhren f(\r rf == o und in der 
Potenzlinie der Kreise: Die doppelt gezahlte Potenzlinie ist der Kegel- 
schnitt, die Projectioii der Durchdringung (§ 3). Da ferner die ilusseren 
sowohl wie die inneren gemeinsameii Tangenten t^, ti der Kreise iiP^, W.^ 
je einen solchen Kegelschnitt bilden, so erhalten wir den Satz: Die Lnnge 
der äusseren gemeinsamen Tangenten zwischen ihren Bertihrungspunkten 
ist zugleich die Länge der inneren gemeinsamen Tangenten zwischen 
den äusseren; und die Länge der inneren gemeinsamen Tangenten zwischen 
den Bertthrungspunkten ist die der äusseren zAvischen den inneren. (Sr. 
1852; p. 450.) Diese Längen sind die Distanzen der Kehlkreisebenen 
der Hyperboloide, deren Durchdringungen in Linienpaare zerfallen öder 
die sich in einem Punkte der Axenebene bertUiren; die Paare der ge- 
meinsamen Tangenten sind die Projectionen dieser Durchdringungen und 
die Ahnlichkeitspunkte E und I die der BerHhrungspunkte. 

II. Wir erhalten leicht die Bestätigung und einige Erweiterungen 
des Vorigen in der friiher eingeftlhrten analytischen Ausdrucksform. 
Weil man fiir einen in rcchtwinkligen Cartesischen Coordinaten in der 

Form 

{x-ay-h{>/-i^' ->■■' = o 

gegebenen Kreis das (^uadrat der Längen der vom Punkte (X, 1') an 
ihn gehenden Tangenten durch die Substitution von X, Y fur ./;, ?/ resp. 
in die linke Seitc erhält, so ist mit K^ und K^ als Symbolen fiir 
(X + c)'^ -^ Y'^ — rl und (X — c)'^ + ^'^ — ^'1 i^^sp. die Gleichung der 
Durchdringungsprojection dcir Hyperboloide 

{x + c)' + ir — z' — r\ -- o, [x — cY + ir — {z + (ly — n :-= o 

yJK; + yJK^ - d öder {h\ + K,^ — (fy = 4/v, A^ 
d. i. auch 

,V - 2d\K, + A:J + (AT, - K.y ^'o. 

VVegen 
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und 

TT, + IT, =.2(:r» + .v' + o - (/•? + r=) 
wird dies 

^x'\4c'~cP) — 4dy—Scx{r\ — rl) + {rl — riy—2d\^^^ 

die auch durch Elimination von js zwischen den Gleichiingen der Hyper- 
boloide entstohende Gleichung; mit d = Cy/'2 drilckt sie einc gleichsoitige 
Hyperbel aus, fOr d = 2Cyj2 einc specielle Ellipse, der wir weiterhin auch 
begegnen. Verbindet man nun die Gleicliungen fftr zwei Distanzen rf, rf, 
in der Symbolform durch Subtraction, so erhillt man nach Division mit 
(rf^ — rfj) die Gleichung 

d' + d', — 2{K, +IQ = o 
öder 

x' + ,,' = i{2(r? + r^ - Ac' + cV + (P,\- 

d. h. die gemcinsamen Punkte von zwei Kegehclmitten tvelche dieselhen festen 
Kreise je doppélt herilhren, liegen immer auf einem nm die Mitte der Cen- 
tmle dieser Kreise lescknebenen Kreis. (St. 1852; p. 455.) Und durch 
dio vicr Schnittpunktc eines solchen Kreiscs mit einem doppelt berQhrenden 
Kegolschnitt geht stets noch ein zweiter Kegelschnitt, der dieselben Kreise 
doppolt bertthrt. Insbesondere folgt fUr 

rP ^ tf =: 4c' - {,; + r.;)' uud ,ri ^- C r-. ^r' - {,; - r,y 

die Gleichung des Krcises 

'^■^ + ;'/' = f^\ 

odor die Schnittpunktc der Tiusseren mit den inneren gemcinsamen Tan- 
genten licffcn auf dem ttber der Centrale als Durchmosser beschriebenen 
Kreis. (St. 1852; p. 450.) Fftr (P^ = ti und resp. r/? = ff erhalten wir 
als Radienquadrate der beiden Kreise, in welchen der der Distanz rf ent- 
sprechende Kegelschnitt dic äusseren und die inneren gemcinsamen Tan- 
genten schncidet, die Werthe mit constanter dem goometrischen Mittel der 
Radien gleichcr Differenz 

^(('•, +0'-"+'n und i{0- r,y-' + .n, 
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die daher nur gleich werden, wenn einer der Radien den Werth NuU 
hat, w/)mit in der That die beiden Paare gemeinsamer Tangenten sich 
vereinigen. 

12. Wenden wir unsere elementaren Formeln auch auf die Be- 
stimmung der Beröhrungselemente in § 8 an, so erhalten wir weitere 
Ergebnisse. Die dort benutzten Kreise Äi, Äjd und fi'2, Äi^ haben die 
Gleichungen 

{x + cy + y'_r? = o, {x-cy + y'-{rl + d") = o; 
{x-ry + y'-rl = o, {x + ey + 1/ - {ri + d') = o 

lind liefern als Sehnen der DoppetherUhrungen ihre Potenzlinien 



■v 



/^cx = r? — r\ — rf*, ^cx = r\ — rg + rf* ; 

d. h. dieselben sind äquidistant von der durch ^cx = r J — r\ dargestellten 
Potenzlinie der Kreise Äj, Äj, welche auch die von Äi^, ^»d ist. 

Die Beröhrungspunkte selbst öder die Schnitte von Äi , M^d und von 
Äjf Äid liegen in dem aus der Mitte der Centrale beschriebenen Kreise 
Ä, dessen Gleichung die Summe der Gleichungen von jenen ist und der 

somit das Badmsquadrat - {r\ + r* + rf*) — c* hat. . Es wird ftir rf* = t\ 

resp. rf* = /? zu c* + r^r^ und c* — r^r^ und man sieht, dass die Summe 
und Diflferenz der Radienquadrate der Kreise durch die vier Bertthrungs- 
punkte der äusseren und die vier der inneren gemeinsamen Tangenten 
zweier Kreise gleich der Hälfte vom Quadrat . ihrer Centraldistanz und 
resp. gleich dem doppelten Product ihrer Radien ist. 

Jeder Kreis Ä, welcher um die Mitte der Centrale beschrieben wird, 
schneidet die Kreise Äj und ^^\xv je zwei Punkten, welche Beröhrungs- 
punkte desselben sie doppelt bertihrenden Kegelschnittes sind. (St. 1852; 
p. 454.) Ist i2 sein Radius, so erhält man die zugehörige Distanz rf aus 
der Relation rf* --= 2(jR* — c*) — (r* + r*) und man construiert sie, indem 
man den mit ft^ concentrischen Kreis fi*2d beschreibt, der mit Ä und Äj 
dieselben Schnittpunkte — die Beröhrungspunkte — öder dieselbe Potenz- 
linie — Beröhrungssehne — hat, als die halbe Ä^ beröhrende Sehne des- 
selben; etc 
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Die Sehnen der doppelten Bertthrung an ^^ und Ä, haben nach 
ihren AusdrUcken die gleichen Abstande d^i^c von der Potenzlinie der 
Kreise und soniit den Abstand d^:2c von einander; da nun die eine der- 
selben in der um die Distanz d höher gelegenen Kehlkreisebene des 
zweiten Hyperboloids liegt^ so ist d:2c die trigonometrische Tahgente des 
Winkels, den die Ebene des Diirchdringungskegelschnittes mit den Axen 
der Hyperboloidc einschliesst, öder diesc ist ein -constantes Vielfaches der 
Distanz. Die Subtraction der Gleichungen der sich durchdringenden Hy- 
perboloide 



{x + cy + 9/ — z'^rl and {x — c)' + y' - {z + d)' = rl 

fnhrt mit 

2CX + rfo = - (rj — rl — d'^) 

als Gleichung der Durchdringungsebene zu demselben Resultat; mit Ver- 
legung des Anfangspunktes der Coordinaten in die Potenzlinie wird diese 
Gleichung zu , 

2CX 4- dz = d^ 

' 2 

Aus jener Proportionalität folgt aber, dass die Spur der Ebene der 
DurcMringung in der Axenehene der Fläcken eine Parabel umhiillf, welche 
in der Umlegung der Axenebenen um die Centrale C^C^ in die Tafel 
dadurch definiert ist, dass die Centrale ihre Axe und die Potenzlinie p 
von IJj, jjjj ^^^^ Scheiteltangente ist, indess ihre Directrix und ihr 5renn- 
punkt im Abstand c von der Potenzlinie resp. auf der Seite des in der 
Tafel und des iin Abstand d von ihr entfernten Kehlkreises liegen; denn 
fnr d = 20 erhalt man die Parabel als Durchdringung, weil dann der 
Mittelpunkt der zweiten Fläche im Asymptotenkegel der ersten liegt mit 
einerlei Tangentialebenen fttr beidc Kegel längs der verbindenden Mantel- 
linie, odcr auch gemJlss der Gleichung der Durchdringungsprojection in 
§ II, in welcher dann das Glied mit x'^ verschwindet. Fftr jede Distanz 
d ist die zweite Tangente dieser Parabel aus dem Punkte der Scheitel- 

tangente im Abstandc -d vom Scheitel die Spur der Durchdringungs- 

ebene in der Axenebene; ihr Beruhrungspunkt mit der Parabel liegt in 

Ada mathematica. 5. Iiupriiufi 4 Octobre 1881. 45 
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der Potenzlinie p^ von ,^2 ^^^i* ^id ^^^ die beiden symmetrischen Tan- 
genten der Parabel aus den Punkten in + - rf liefern nach der orthogo- 

nalcH Symmetrie der bezttglichen Hyperboloide Ä2 und iJ^*? ^Is Spuren 
der Durchdringungsebene genommen, einerlei Durchdringungsprojection. 

13. Wir denken nun zu der Parabel des Vorigen die Meridianhyperhel 
des Hyperboloides Ä^ in der Axenebene hinzu, also die gleichseitige Hy- 
perbel, welche die in der Centrale liegenden Punkte A^j B^ des Kreises 
ffj zu Scheiteln hat. Eine Tangente der Parabel schneidet dieselbe im 
Allgemeinen in zwei Punkten Aj Bj welche so länge sie reell sind die 
Hauptaxenscheitd des Durchdringungskegelschnittes bilden (§ 5); die von 
ihnen auf die Centrale der Kreise gefällten Perpendikel markieren in 
dieser die Scheitd der Projection; wenn jene imaginär sind, so ist die Pro- 
jeetion eine Hyperbel, deren Nebenaxe in der Centrale liegt. Zieht man 
durch jene Schnittpunkte -4, B die zu den Axen untcr 45° geneigten 
Geraden, so schneiden sich diese als in der Axenebene liegende Mantel- 
linien der durch die Durchdringung gehenden gleichseitigen Rotationskegel 
in zwei Punkten 3fj, M^ im Endlichen, die die Mittelpunkte dieser Kegel 
sind; auch ist der Schnittpunkt der Geraden AB und M^M^ der Mittel- 
punkt des Kegelschnittes und das von ihm zur Centrale gefallte Perpen- 
dikel liefert in dieser den Mittelpunkt der Projection. Ebenso erhält man 
in den Fusspunkten der von M^ und 31^ zur Centrale erfällten Perpen- 
dikel die Brennpunkte der Projection; denn das allgemeine Gesetz der 
constanten Summe öder Differenz der Tangentenlängen zweier doppelt be- 
rtthreuden Kreise aus allén Punkten des Kegelschnittes geht in das von 
der constanten Summe öder Differenz der Abstände von jénen Fuss- 
punkten ttber und gilt resp. för den ganzen Umfang der elliptischen 
öder hyperbolischen Durchdringungsprojection, weil die Doppelberfthrun- 
gen mit Kreisen vom Radius Null nothwendig imaginär sind; diese Con- 
stante, die Distanz d der Kehlkreisebenen, ist der in der Richtung der 
Axen gemessene Abstand der Kegelspitzen M^, M^ und daher zugleich 
der in der Richtung ihrer Normalen gemessene Abstand der Scheitel 
A, B, d. h. die Hauptaxe der Durchdringungsprojection. (Vergl. § 9.) 
Auch das Verhältniss der Entfernunor eines Punktes von einom Nullkreise 
öder Brennpunkt zu seinem Abstand von der zugehörigen Bertthrungs- 
sehne öder Directrix d. h. die numerische Excentricität ist constant, näm- 
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lich der Tangente der Winkels a der Diirchdringungsebene zur Tafel 
gleich, in LTbereinstimmung damit, dass den Fallen a ^ 45° Ellipsen, die 
Parabel und Hyperbeln resp. entsprechen. (^) 

Fallen die Scheitel A, B zusammen öder bertthrt die Spur der 
Durchdringungsebene die Meridianhyperbel von Ä^ in der Axenebene, so 
vereinigen sich auch die Kegelspitzen ilf^, M^ injt ihnen, die Schicht hat 
die Höhe Null, die Durchdringung wie ihre Projection bestehen aiis zwei 
zur Axenebene symmetrischen Geraden; jene aus den gemeinsamen Mantel- 
linien der beiden Hyperboloide durch den Punkt AB, diese aus dem cnt- 
sprechenden Paar der gemeinsamen Tangenten der Kreise Äj, Ä^, wié 
wir aus § 1 1 schon wissen. Wenn aber die Tangente der Parabel die 
Meridianhyperbel nicht reell trifft, wozu die Bertthrung zwischen beiden 
den Ubergang bilden wird, so hat das FlachenbOschel der bezftglichen 
Hyperboloide keine reellen Kegel und die Brennpunkte der Projection 
des Durchdringungskegelschnittes liegen nicht in der Centrale, sondern 
in einer Normale zu ihr als ihrer Hauptaxe. 

Fl\r die Bestimmung der Brennjmnkte mid Hauptaxenscheitel der Durch- 
dringungsprojection bieten aber auch die FAemente ihrer Doppélheruhnmg 
mit den Kretsen in der Tafel iJj, ilj, die ausreichenden Mittel, und nach 
der nicht projectivischen Natur der Brennpunkte ist zu erwarten, dass 
nur diese- in allén Fallen zum Ziele fiihren werden. Sind 5^, s^ die aus 
der bekannten Distanz d nach § 8 ermittelten Sehnen der DoppclberQh- 
rung mit ^^ und ^^ respective und S^^ S^ die zugehörigen Pole der- 
selben, so bestimmen die beiden Paare 6\, S^ und C^, S^ die Brennpunkts- 
involution des Kegelschnittes, d. h. eine Involution, deren Doppelpunkte 
die Brennpunkte sind, während ihr Mittelpunkt auch der Mitteri)unkt des 
Kegelschnittes ist. Zugleich liefern die Doppelpunkte der zweiten Involu- 
tion, in welcher den Punkten S^, S^ die Schnittpunkte der Centrale mit 
den Bertthrungssehnen 5^, s^ entsprechen, die in der Centrale liegenden 
Scheitel des Kegelschnittes. Die Doppelpunkte beider Involutionen sind 
gleichzeitig reell und resp. imaginär. Weil aber die reellen Brennpunkte 
des Kegelschnittes die Scheitelpunkte rechtwinkliger Polarinvolutionen in 
Bezug auf ihn sind, so erhält man sie dann, wenn jene Paare sich trennen, 
als die reellen Grundpunkte des Btischels von Kreisen, welches tiber den 



(*) FUr weitero AusfUhrung vergl. meine C yklographie / Kh^ahmii IV. 
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Segmenten C^S^, C^S.^ der Involution als Durchmessern gebildet wird ; die 
Potenzlinie dieses Btlschels ist die Hauptaxe des Kegelschnittes und in 
derselben erhalt man dann auch die Scheitel wieder durch einen Punkt 
und die zugehörige Tangente des Kegelschnittes. Im andern Falle sind 
die Brennpunkte die Grenzpunkte öder NuUkreise desselben Bttschels und 
seine Potenzlinie ist die Nebenaxe des Kegelschnittes. (Fig. 5.) 

14. Diese Construction bequemt sich leicht unserer elementaren 
Rechnung an und wird durch dieselbe dadurch näher bestimmt, dass zu 
dem Bfischel dieser Kreise stets auch der Ahnlichkeitskreis Sia von Äi und 
Ä2 gehört, so dass die reellen Brennpunkte, wenn sie in der Centrale 
liegen, mit den: Ahnlichkeitspunkten I und E eine harmonische Gruppe 
bilden und wenn die Centrale die Nebenaxe ist, auf dem Ahnlichkeits- 
kreis Äa liegen. Denn fttr die gegcbenen Kreise ff^, Ä, resp, als 

(a; + c)' + y' — r? = o, {x — cy + y^ — fi = o 

sind dié ttber den Durchmessern C^S^ und C^S^ beschriebenen öder den 
von jenen resp. mit dem Kreis x^ -{- y^ - — jR^ = o um die Mitte der Cen- 
trale bestiinmten Bttscheln angehörigen Kreise durch C^ resp. 6^ aus- 
gedrttckt durch 

{x' + y'){c' — R' + r]) + 2cx{c' — B') + c\c^ — R' — rj) = o, 

{x' + y'){c' — R' + r^ — 2cx{c' — R') + c\c' — R' — rl) = o 

resp., so dass ilire Potenzlinie und damit der Mittélpunkt des Kegelschnittes 
durch die Ahscisse 



X = 



2(c' - R') + r] + rl 



bestimmt ist. Dabei ist die Gleichung dos AhnlichkeitskreiseSy weil sein 

r* 4- r* 

Mittélpunkt als Mitte zwischen 1 und E die Abscisse c-^-^-^ hat und 






sein Kadius ^^ ' * ist, 



r\ 



X + y — 2cx-^ 1 -f c^ = o, 



n — n 
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und nian sieht, dass seine Potenzlinic mit jedem der beiden ersten Kreise 
dieselbe ist, wie die oben bestimmte dieser Kreise sfelbst. 

Die Gleichung derselben zeigt, dass sie iHr c= o und far rj = r] 
iranier mit der Senkrechten in der Mitte der Centralo zusammenfälit; 
wie denn die räumliche Anschauung sofort zeigt, dass die bezöglichen 
Durchdringungsprojectionen concentrisch sind; in dieselbe Linie fällt ftlr 
rl = ri auch der Ahnlichkeitskreis (§ 29), während er fttr c = o auf den 
gemeinsamen Mittelpunkt reduciert ist. Unsere Anschauung ffthrt abcr 
zur Uragestaltung des Nenners durch Einftthrung der Distanz d an Stelle 
des Radius JS; wegen-2Jf2* = r] + r] + d^ — 2c^ (§ 12) wird die Mittel- 
punktsabscisse 

c(r\ - rl) 



X == 



4c' — d' 



und géwahrt eine Bestätigung durch ihren unendlich grossen Werth fftr 
d = 2c, dem Mittelpunkt der Parabel entsprechend, die dann entsteht; wir 
bemerken auch, dass sie fttr d > 20 stets negativ und fttr unendlich 
grosses d NuU wird. Natttrlich erhält man fttr rf = o die Abscisse der 
Poten^linie wicder, und fttr d^ ^= i^ resp. d^ = t] die Abscissen der beiden 
Ahnlichkeitspunkte I und E von ffij und Ä^, nämlich resp. 

c^^:^ und c^^^-^t^. 
''i + ^2 ^ — ^ 

Nach dem hier entwickelten Zusammenhange erhält man nun immer 
die Brennpunkte aus dan Mittelpunkt mittelst des Åknlichkeitskreises. Be- 
schreibt man um jenen den Kreis, wclcher den Ahnlichkeitskreis ortho- 
gonal durchschneidet, so trifft dieser die Centrale in den zugehörigen 
Brennpunkten und sein Kadius ist die lineare Exeentricität xles Kegel- . 
schnittes. Es ist die Construction des gemeinsamen Paares von zwei In- 
volutionen, nftmlich des zu einem gegebenen Punkte symmetrischén Paares 
in einer durch ihre Doppelpunkte gegebenen Involution. Liegt der Mittel- 
punkt aber in der endlichen Strecke zwischen den Ahnlichkeitspunkten, 
so wird jener Orthogonalkreis rein* imaginär und sein reeller Vertreter ist 
der vom Ahnlichkeitskreis diametral geschnittene Kreis, den man um ihn 
mit der kleinsten halben Sehne des Ahnlichkeitskreises beschreiben känn; 
die Schnittpunkte beider sind nun die reellen Brennpunkte des Kegel- 
schnittes. Fttr die Parabel und den Mittelpunkt im Unendlichen wird der 
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Mittelpunkt des Ahnlicbkcitskreises zu dem iin Endlichen gelegenen Brenu- 
punkt; fttr dicsen als Mittelpunkt des Kegelschnittes werden die End- 
punkte des zur Centrale normalen Durchmessers des Ahnliclikeitskreises 
die Brennpunkte des Kegelschnittes, der unter jenen die grösste lineare 
Exceutricitilt hat und flir den das- Distanzquadrat 

^l + ^i 

ist. Man bestimmt offcnbar auch immer aus einem Brennpunkt den mideren: 
als den andern Endpiinkt der durch ihn gehenden zur Centrale normalen 
Sehne im Ahnlichkeitskreis, wenn er in diesem liegt, und als den ihm 
conjugiert harmonischen in Bezug auf die Ähnlichkeitspunkte, wenn in 
der Centrale. In jedem Falle ist dos Product der Ahstände der Brenn- 
punkte eines Kegelschnittes vom Mittelpunkt des Ähnlichkeitskreises constanty 
nämlich dem Quadrate seines Radius gleich. (St. 1852; p. 453.) Noue 
Httlfsmittel fttr die Bestimmung der Halbaxenlängen im Anschluss an 
das Vorigé begegnen noch weiterhin. 

15. Aber der Ahnlickkeitskreis hat zu den im Vorigen erörterten 
Constructionen noch eine andere Beziehung, welche wieder zu merkwttr- 
digen Resultaten mhrt. Weil die Ähnlichkeitspunkte 7, IJ zweier Kreise 
ihre Centraldistanz C\C'j, innerlich und äusserlich nach dem Verhllltniss 
ihrer Radien r^:r^ theilen, so sind die von einem Punkte P nach ihnen 
gehenden Geraden Pi, FE die Halbierungslinien fttr die Winkel derjenigen 
Geraden PC\, PV^, die denselben mit den Mittelpunkten der Kreise ver- 
binden. In Folge dessen sind die Entfernungen des Punktes von diesen 
PCj und PC^ gleichfalls diesen Radien r^:r^ proportional; und wenn von 
dem Punkte aus an beide Kreise reelle Tangenten Pl\, PT^ und PT^, PT^ 
von den resp. Längen t^ und t^ gczogen werden können, was immer gleich- 
zeitig stattfindet öder nicht, so ist der Winkel T^PT^ zwischen den Tan- 
genten des einen Kreises dem Winkel 1\PT^ zwschen den Tangenten des 
andern Kreises gleich, weil die bezuglichen rechtwinkligen Dreiecke aus 
Radien und Tangenten mit ihren Hälften ähnlich sind. Ziehen wir dann 
(Fig. 6) die Gerade T,l\ (öder ebenso Tll\, T,T; , TI TI) zwischen den 
Bertihrungspimkten von zwei Tangenten beider Kreise, so schneidet dieselbc^ 
jeden von ihnen noch in einem Punkte U^^ U^ resp. und fttr F, als Mitte 
der Sehne T^U^ = 2s^ und FJ, als die Mitte der Sehne T^U^ = 25^, 
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sowie o als Fusspunkt des von F auf 'I\T^ gefallten Perpendikels und 
mit Einzeichnung der Radien C\ V^ und C^ V^ hat man wegen der Gleichheit 
der Winkel FT^O und 2\C^V,, F1\0 und T,(7,F, 



-:- = T^ = - öder s, = 5„; 



d. h. c/ie Séhnen beider Kreise auf der VerhhidungsUnie der Beriihrungspunlcte des 
einen und des andern mit Tangenten aus einem Punkte ihres Ähnlichkeitskrei^es 

, sind gleich läng. Und zwar verlaufen bei zweien der vier durch die vorige 

• 

Construction erhaltenen Sehnen T^T^ und TlT^ die endlichen Strecken 
dieser Sehnen T^ U^ und T^ U^ in entgegengesetztem Sinn, sodass die Mitte 
der Strecke 3^\T^ zugleich die Mitte der Strecke U^U^ ist; bei den zwei 
anderen 1\T2, TIT^ aber in gleichem Sinne, sodass die Mitte z. B. von 
Ti U^ auch die von Ti Ul ist. Es ist evident, dass das aus der Mitte M 
der Centrale beider Kreise zu den beztiglichen Geraden T^T^y T^T^ resp. 
geftlllte Perpendikél stets durch diesen Mittelpunkt der Segmen te in ihr 
hindurchgeht und dass in Folge dessen för die Geraden der ersten Art 
MT^ = MT^ . und fttr die der zweiteh Art MT^ = MU^ ist, sodass die be- 
trachteten Punkte 1\ und Tj, T^ und 2^ etc. in concentrischen Kreisen aus 
der Mitte der Centrale liegen und somit auch die Pcrpendikelfusspunkte 
aus M auf die Geraden T;T^, T,T;, T^T^, T;t; als Punkte gleicher Tan- 
gentenlängen in der Potenzlinie p der Kreise. Die von einem Punkte F 
des Ahnlichkeitskreises ausgeheiiden Tangenten geben vier Gerade T^T^UJJ^, 
T/r;V?U^, Tll\UiUi, T[T;U[U^ und es liegen auf Kreisen um M die 
Punktegruppen 7'„ T,, JJ], U^; TU Ti, U^, Ul, £/,, U^) IJ\, TT,. Sowie 
nun die Tangenten in 7^, T^\ T[yTl durch den angenommenen Punkt P 
des- Ahnlichkeitskreises gehen, so gehéa wieder die in [//, TJ^y U^, J7f, 
sodann die in den Tripeln T,, u], U^, 2;, V,, Ul; Ti U^, U; und 
TVj Ui,. UIj endlich die in den Paaren l/j, U^ und' f/', Ul je durch 
einen Punkt des Ahnlichkeitskreises; die Sehnen T^Ul T[Ul, T^Vl T^Ul 
sind gleich läng; ebenso T^Ui, T^U^ und wieder T[U\^ TlU^. 

Dies liefert die Sätze von den Wechselseknen und Wechselschnitten 

bei St. 1852; p. 455. Denn Wechselsehnen sind die Verbindungslinien 

der Schnittpunkte des Kreises ^^ und des Kreises ^^ mit irgend einem 

'•Kreis aus der Mitte der Centrale, Wechselschnitte die Schnittpunkte der 

zugehörigen Tangenten von i3f, und Ä^. Der Ort der Wechselschnitte ist 
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der Ahulichkeitskreis; die Wecliselsehnen sind gleich Jang und umhullen nach 
der angegebenen Beziehung mr Potenzlinie und zur Mitte der Centrale eine 
Parabel^ mit der Potenzlinie als Scheiteltangente und der Mitte der Centrale 
als Brennpunkt — die gemeinsamen Tangenten der Kreise gehören zu ihnen 
als von der gleichen Länge NuU, die Potenzlinie und die unendlich ferne 
Gerade als Träger der geroeinsamen Sehnen beider Kreise. 

lin Sinne unserer räumlichen Anschauung sind die Punkte T^i, Tj, C/j^ ?7J 
der Kreise Äp Ä^ die Projectionen der Durchgänge des Kegelschnittes 
durch die Kehlkreisebenen der sict durchdringenden Hyperboloide; die . 
^ugehörigen Tangenten dieser Kreise sind die Projectionen der Paare durch 
dieselben gehender Mantellinien und die Tafelspuren der ihnen entsprechen- 
den Tangentialebenen. Die Durchschnittslinien dieser Tangentialebenen 
des einen und des andern Hyperboloids projicieren sich in den Punkten 
des Ahnlichkeitskreises öder derselbe ist der Ort der scheinbaren Durch- 
schnittspunkte der bezeichneten Mantellinien der Hyperboloide. -Man känn 
dieses weiter ausflihren, aber eine andere, nicht minder darstellendgeome- 
trische Richtung der Untersuchung (vergl. § 39) scheint natClrlicher auf ^ 
die Gruppe von Eigenschaften zu ftihren, von welcher hier ^n sehr speci- 
eller Fall erschienen ist. För diese sei auf den 2. Bd. meiner Darstel- 
lende Geometrie etc. 3. Aufl. §§ 25, 27 verwiesen. 



I>le Durclidringungen hel festen Hauptkreisprojectionen und 

veränderliclier Distan». 

16. Schon frfther ist vielfach das Interesse hervorgetreten, welches 
die Betrachtung aller Burchdringungsprojedionen bei festen Kehlkreisen und 
veränderlicher Distanz der Kehlkreisebenen haben mftsste, und mit den 
letzten Entwickelungen sind wir bestimmt auf diese Erörterutig gewiesen, 
da dieselben alle diese Kegelschnitte zu einem System verbinden, welches 
dieselben Wechsélschnittey die Punkte des Ahnlichkeitskreises von Ä^ und 
i?2, und dieselben Wechsel sehnen hat, die Tangenten der Parabel in der 
Schaar derselben Ki^eise. Dieselben bilden eine Gruppe in der Gesammt- 
heit der Kegelschnitte, welche diese Kreise doppelt bertthren, und der^ 
Uberblick öber diese ist die nothwendige Vorbereitung för die Erkentniss 
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des GesaTnmtsystems. Wir beglnnen mit dem Falle reellér ausser einander 
liegender Kehlkreisprojectionen, der äuch bisher ineist vorausgesetzt worden 
ist, ohne dags dies ttberall nöthig war. 

Wir nehmen (Fig. 7) zwei reelle Kreise Äj, Äj mit den Mittelpunkten 
Cj, Cj von der Distanz 2c und den Durchmcsserend punkten in derCentrale 
A^j B^ und A^y B^ an, welche wir in dieser Ordnung im Sinne der Be- 
wegung vön C^ nach C^^öber 2c folgend denken, setzen auch ff^ als den 
grösseren der Kreise und als fest in der Tafel voraus, wahrend wir das 
Hyperboloid von der Kehlkreisprojection Äj vom Zusammenfallen auch 
seiner Kehlkreisebene mit der Tafel aus sich so bewegen lassen, dass die 
Distanz d nach éinander alle positiven Werthe von Null bis Unendlich 
erhalt Wir wissen, dass die Spuren der Durchdringungsebenen in der 
Umlegung der Axenebene der Flächen die Tangenten einer Parabel sind, 
welche die Centrale der Kreise zur Axe und ihre Potenzlinie zur Scheitel- 
tangente, sowie die der Distanz 2c entsprechende Äjpwr der Parabelebene 
zur 45® Tangente hat. Die Kreise Ä^j imd ^j^ (§ 8) fnr d = 2c liefern 
durch ihre Schnittpunkte mit Ä^ resp. Ä^ die in unserem Falle stets 
reellen Bertihrungspunkte Pi^ P[ und P^, PJ nebst Tangenten der Parabel- 
projeotion mit diesen Kreisen; wir kennen ihren Brennpunkt als den Mittel- 
punkt des Ähnlichkeitskreises von Äp Äj und erhalten den Scheitel als 
Fusspunkt des Perpendikels zur Centrale, welches durch den Fusspunkt 
des Perpendikels vom Brennpunkt auf eine jener Tangenten geht. 

Weil nun die Durchdringungsebenen fttr alle Distanzen zwichen Null 
und 2Cy als den Parabeltangenten im Ubergang von der im Scheitel zur 
45° Tangente entsprechend, mit der Tafel Winkel a von mehr als 45® 
einschliessen, so entspringen ans ihnen hyperholische Durchdringungen mit 
ebensolchen Projectionen ; während alle Werthe der Distanz, welche 2c 
tibersteigen, wegen a < 45° élliptische Durchdringungen und Projectionen 
liefern, bis för rf = cx) die Durchdringungs-Ebene und Projection der Tafel 
parallel und zum unendlich grossen Kreise um den Mittelpunkt der Centrale 
werden (§ 14), der aber die Centra C^, C^ als die 2u ihm symme* 
trischen und zu den Ahnlichkeitspunkten /, F von Äp Ä, harmonisch 
conjugierten zu Brennpunkten hat. (Siehe St. 1852; p. 453.) In der 
That ergeben sich dieselben unmittelbar aus der stereometrischen Con- 
struction in § 13 als die Kegelspitzen durch die Durchdriflgung, wenn 
die Scheitel -4, B derselben die unendlich fernen Punkte der Meridian- 

Acta mathematim. 5. Inipriiu^ 4 Octobre 18B4. 4t> 
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hyperbeln aind. * Und man erhält die Relation: Der Kreis tiber der Cen- 
trale als Durchmesser ist orthogonal zura Ahnlichkeitskreig der Kreise. 
Ferncr ist nach § 13 offenbar, dass unter den Hyperbeln des Systems die 
beiden Paare der gemeinsanien Tangenten von Ä, und Ä, als die degenerierten 
erscheinen, den Distanzen d gleich 

ti = yj4c' — (r, + r,y und t, = y/4c' — (r, — r,y 

entsprechend, die in I und E resp. normal zur Centrale abgetragen auf 
dem Meridian des ruhenden Hyperboloides in der Axeriebene die beiden • 
Beröhrungsstellen mit Meridianlagen des bewegten Hyperboloides Äj, be- 
zeichnen, för welche die gemeinsamen Tangenten die Parabel der Spuren 
(§ 12) beröhren; daraus aber folgt, dass die zwischen denselben liegenden 
Parabel tangenten jene Meridianhyperbel nicht trefifen und als Spuren 
zu hyperbolischen Durchdringungen Anlass geben, durch welche keine 
reellen Kegel gehen (§ 5) und deren Projectionen ihre reellen Brennpunkte 
im Ähnlichkeitskreis haben (§ 14), während die Centrale ihre Nebenaxe 
ist und ihre Mittelpunkte in der endlichen Strccke zwischen E åind I 
gelegen sind» 

Wenn hiernach die Intervalle der Distanzwerthe von NuU bis /„ von 
ti bis t^ und von t, bis 2c die Folge der hyperbolischen Durchdringungs- 
projectionen in drei Gruppen sondern, die den durch die Parabel bei d= 2c 
von ihnen getrennten Ellipsen als ciner zweiten Hauptgruppe gegenöber- 
stehen, so entspringt eine Gliedcrung innerhalb beider Gruppen durch die 
BerQcksichtigung derjenigen Kegélschnitte des Systems der Projectionen, 
welche den einen öder andern der Kreise Ä^, Ä^ in einem Scheitel vierpunktig 
beruhren (§ 7), d. h. der Durchdringungskegelschnitte, bei denen die Durch- 
gangspunkte durch eine der Kehlkreisebenen der sich durchdringenden 
Flachen in einem Endpunkte des in der Axenebene liegenden Kehlkreis- 
durchmessers vereinigt sind. Sie entsprechen nach § 8 denjenigen Distanzen 
d, för die zwischen den Kreisen ^1 und ^^^ öder zwischen Ä2 und ^^a Beröh- 
rung stattfindet, sodass die bezöglichén Siu die aus C^ durch Ä^ resp. B^ und 
die Jl,,, die aus C^ durch A^ resp. B^ beschriebenen Kreise sind, während 
die entsprechenden Distanzen die Längen der von A^ und B^ an Ä^ und 
der von A^ und B^ an H^ gehenden Tangenten a,, ft^, a,, b^ sind. Die 
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Quadratc dieser Distanzen, nach wachsender Grösse ft^, a^, ft,, a^ geordnet, 
sind daher resp. (Siehe St. 1852, p. 450 f.) 

(2c.— riY — rl, (2c — r,)» — rj, (2c + r,)* — rf, (2c + r,)* — r?, 

wie .inan diess auch durch Einsetzen*%^on x = — c + r^y x = c + r^ in 
dle Gleichungen der Sehnen der doppelten Bertlhrung in § 12 bcstötigt. 
Aus der Relation 2c > r^ + ^2> die der ausschliessenden Lage der Kreise 
entspricht, sieht man dann, dass die beiden ersten Quadrate kleiner sind 
als il und die beiden letzten nicht nur grösser als t] sondern auch grösser 
als (26-)*. Man sieht daraus, dass von den vier in Rede stehenden Kegfel- 
schnitten der Tafel ztvei, nämlich die in B^ und A^ resp. fl^ und Ä^ 
berfthrenden, zu den Hyperbdn der ersten Grupps (Distanzen o bis t) und 
die beiden anderen in B^ und Ä^ au ^^ resp. Äj berilhrenden zu den 
Ellipsen gehören. Damit erhalten wir folgende Cbersicht des ganzen 
Systems. 

17. Die erste Gruppe der Hyperhéln d = o bis d = ti^ welohe ihre 
Scheitel und Brennpunkte in der Centrale haben, beginnt, von der doppelt 
zählenden Potenzlinie der Kreise ausgehend, mit Hyperbeln von sehr 
stumpfen Asymptotenwinkeln, welche beide Kreise imaginär doppelt be- 
rCihren; mit der Distanz b^ tritt mit vierpunktiger Bertlhrung in jB^ an 
i?j die reelle Doppelberöhrung an Ä^ ein, bei welcher mit wachsender 
Distanz die Beröhrungspunkte von B^ weg aus einander rocken, während 
die Doppelbertthrung an if^ noch imaginär bleibt bis sie auch da bei 
der Distanz a^ mit vierpunktiger Bertthrung in A^ reell zu sein beginnt; 
fttr die Distanzen zwischen a^ und << haben die Hyperbeln reelle Doppel- 
berfthrungen mit beiden Kreisen, indem nun auch die Bertthrungspunkte 
von A^ aus auf ^^ sich von einander entfernen — sie rftcken hier wie die 
auf dera Kreise Ä^ vor bis zu den Beröhrungspunkten der innéren ge- 
meinsamen Tangenten. Die Mittelpunkte dieser Gruppe liegen in der 
Strecke vom Fusspunkt der Potenzlinie bis zum inneren Ahnlichkeitspunkt 
7, ihre linearen Excentricitäten nehmen von der Anfangs- zur End-Lage 
ab, vom Halbmesser des zum Ahnlichkeitskreis orthogonalen Kreises aus 
dem Fusspunkt der Potenzlinie bis zu Null iHv die inneren gemeinsamen 
Tangenten. 

Den Distanzen zwischen <,. und t^ entsprechen die Hyperbeln mit der 
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Nehenaxe in der Centrale; durch die Degenerationsfonn der iiineren ge- 
meinsamen Tangenten hindurch ist die Curve aus den Winkeln der 
Asymptoten, in denen die Centrale liegt, in die Nebenwinkel derselben 
ftbcrgegangen. Die Bertlhrungen mit beiden Kreisen sind reell doppelt 
und die Bertihrungspunkte rtlcken auf denselben vor von den Bertlhrungs- 
stellen der inneren bis zu denen^der äusseren gemeinsamen Tangenten. 
Der Mittelpunkt bewegt sich vom inneren bis zum äusseren Ahnlichkeits- 
punkt und die Brennpunkte durchlaufen den Ahnlichkeitskreis/ wobei die 
lineare Exeentricität zuerst von NuU bis zum Radius dieses Ereises wächst, 
um dann wieder bis NuU in E abzunehmen. Mit dem Durchgang durch 
die zweite Degenerationsform der äusseren gemeinsamen Tangenten bei d =t^ 
treten die Hyperbeln wieder in die Winkelflächen der Asymptoten, in 
welchen die Centrale liegt, und ihre Scheitel und Brennpunkte fallen 
wieder in diese Gerade: Denn die Spur der Durchdringungsebene in 
der Ebene der Axen schneidet die Meridianhyperbel von Ä^ wieder in 
reellen Punkten und die Mittelpunkte der durch die Curve gehenden 
eigentlichen. Kegel sind reell. Die doppelte Bertlhrung mit beiden Kreisen 
bleibt ' reell und die Beröhrungspunkte rClckén auf denselben von denen 
der äus^ern gemeinsamen Tangenten bis zu denen der Parabel för rf =f= 2c 
vor; aber der im Durchgang durch. die Degenerationsform t, stattfindendé 
Wechsel der Lage hat aucb bewirkt, dass. nun der nämliche Ast jeder 
Hyperbel beide Kreise reell doppelt bertthrend umschliesst, wie diess auch 
die Parabel thut, während in der vorigen Gruppe jeder Ast beide Kreise 
ausschliessend beröhrt, sodass von den Punkten derselben reelle Tangenten 
an die Hyperbeln gehen und in der ersten Gruppe die umschliessenden 
Doppelbert\hrungcn am einen Kreise dem einen Ast und die am andem 
dem andern Ast der Curve angehören. 

Die Mittelpunkte der dritten Gruppe rocken von £* aus in dem Sinne 
der vorigen Bewegung bis in s Unendliche und die linearen Excentricitäten 
durchlaufen gleichzeitig alle Werthe von Nuli bis Unendlich. 

Die Hauptgruppe der. Ellipsen sodann lässt sich folgendermassen cha- 
rakterisieren: Alle Ellipsen umschliessen beide Kreise, sie zuerst beide 
auch reell doppelt bertthrend, indem die Beröhrungspunkte von denen 
der Parabel aus gegen den Durchmesserendpunkt A^ resp. B^ fortröcken; 
mit d = b^ vereinigen sich die Bert\hrungspunkte am kleinen Kreis in 
B^ und von da bis zur Distanz a^ wird nur der grösscre Kreis noch reell. 
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zuletzt in Ä^ vierpunktig, der kleinere aber imaginär doppelt beröhrt; 
fOr noch weiter wachsende Distanz wird auch die Berahrung mit Äj 
imaginär, alle folgenden Ellipsen bertthren wie der unendlich grosse Kreis 
aus der Mitte der Centrale — als dem Centrum des concentrischen Kreis- 
systems durch die Berfthrungspunkte — mit den Brennpunkten Cp C'^, 
imaginär doppelt (Vergl. St. /i 85 2; p. 450 — 45 2 (^).) 

Die Mittelpunkte dieser Ellipsen rocken auf der Seite des Kreises 
Äj aus dem Unendlichen in der Centrale bis zur Mitte M derselben 
heran; in der endlichen Strecke. von da bis zum Fusspunkt der Potenz- 
linie liegen nur Mittelpunkte imaginärer doppelt beröhrénder Kegelschnitte; 
es giebt auch keine reellen Werthe von rf, welche ihnen entsprechen, wohl 
aber zeigt der Werth der Mittelpunktsabscisse in § 14, dass sie fttr die 
negativen Werthe von d^ zwischen 00 und o erhalten werden und wir 
werden den Sinn davon weiterhin erkennen (§ 18 f.). Die linearén Ex- 
centricität^n nehmen ab von der unendlich grossen der Parabel bis zu der 
des unendlich grossen Kreises, die gleich c ist. Die entsprechenden cle- 
mentarcn Rechnungen sind leicht^nzustellen und auch nicht ohne Interesse: 
Far die vier vierpunktig bertthrenden Kegelschnitte des Gesammtsystems 
bilden die reciproken Werthe der Mittelpunktsabscissen die Summe.NuU; etc, 

18. Wir denken nun unter Festhaltung der tlbrigen Bestimmungen 
von vorher die reellen Kreise Äp Ä^ durch Bewegung von G, gegen C\ 
hin einander näher rtlckend, wodurch die Asymptotenwinkel der ersten 
Hyperbelgruppe von § 17 zwischen immer engere Grenzen eingeschrftnkt 
werden, etc, und verweilen bei dem Cfrenzfalle, wo sichjene Kreise aus- 
schliessend hérUhren und somit die Punkte jB^ und A^ zusammenfallen. Die 
innern gemeinsamen Tangenten sind nun mit der Potenzlinie der Kreise 
vereinigt, der Spiélraum des Asymptotenwinkels ft\r die erste Hyperbel- 
gruppe ist versch wunden : Die Potenzlinie ist die Projection des Durch- 
dringungskegelschnittes fttr d = o und den gemeinsamen Mantelliriien der 
Hyperboloide in dieser Bertthrungslage d = t^ entsprechetid ; ihre Scheitel 
und Brennpunkte fallen mit den Mittelpunkten der Kegel des Bttschels 
zusammen; auch die in A^ an i^, und resp. in B^ ari Äj vierpiunktig 

(*) Dazu die AnmerkuDg, dass sich hier p. 452 derWerke II ein störender Druck- 
fchler cingeschliclicn hat, den der OrigiDaldruck nicht enthält; vor Anfang der vicrten Zcile 
sind die Worte ausgcfallen »darDach bertthrt die C nur noch den Kreis A^ reell doppelt', 
bis / = u wird,. wo sie ihn in U vierpunktig bertthrt und lum Krttmmungskreise hat». 
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bertihrcnden Kegelschnitte des Böschels siiid hier vcreinigt. Das System 
der Durchdringungsprojectionen beginnt mit den Hyperbeln, welche die 
Centirale zur Nebenaxe haben, deren Brennpunkte den Ähnlichkeitskreis 
erfftUen und bei denen jeder Ast beide Kreise reell berfthrt. Ihre Ii- 
nearen Excentricitäten wachseu von Null bis zum Kadius des Ahnlich- 
keitskreises und nehmen wieder bis aiif Null ab mit der Grenz- und 
Degenerationsform der äusseren gemeinsamen Tangenten. Es folgen die 
Hyperbeln, bei denen der nämlich)ö Ast beide Kreise reell doppelt bertlhrt, 
bis mit d = 2c = r^ + ^a die Parabel; sodann för weiter wachsende d 
die Reihe der Ellipsen, in welcher för 4r^(r^ + ^2) und 4r^{r^ + r^) als 
Werthe des Distanzquad råtes die bei B^ mit Ä^ und resp. die bei A^ mit 
Äi sich vierpunktig bertlhrenden hervortreten ; etc. ' 

RUckt nun der Mittelpunkt C^ noch weiter gegen C^ hin, so schneiden 
einander die Kreise Si^ und Si^ ^^ zwei reellen Punkten (Fig. 8), deren 
Verbinduno^slinie die Potenzlinie ist, während der innere Ähnlichkeits- 
punkt / nun gegen den Mittelpunkt des grösseren Kreises hin ftber sie 
hinftbergeröckt ist und die Längen der inneren ^ gemeinsamen Tangenten 
imaginär öder ihre Quadrate negativ geworden sind; eben dies fnhrt zu 
neuen Ergebiiissen gemäss der frtlher (§ i) begrftndeten Bedeutung dieses 
Ubergariges. Wir tlberblicken zuerst die Durchdringungsprojectionen för 
die reellen Distanzen der Kehlkreisebenen. 

Dieselben gehen aus von dem ausserhalb der Kreise ^^ und H^ ge- 
legenen Theil ihrer Potenzlinie, welcher die Projection der Durchdring- 
ungshyperbel der Hyperboloide bei vereinigten Kehlkreisebenen ist und 
die constante Diflferenz der Tangentenlilngen Null hat. Mit von Null aus . 
reell wachsenden Distanzen bis zu d = t^ erhält man Hyperbeln der 
zweiten Gruppe, von denen jeder Ast beide Kreise reell berfthrt und die 
ihre Brennpunkte in dem ausserhalb beider Kreise gelegenen Theil ihres 
Ähnlichkeitskreises, ihre Mittelpunkte in der Strecke vöm Fusspunkt der 
Potenzlinie in der Centrale bis zum äusseren Ähnlichkeitspunkt haben. 
Ihnen folgt för d ^= t^ das Paar der gemeinsamen Tangenten, dann die 
Hyperbeln, welche mit einem Aste beide Kreise reell doppelt beröhren, 
begrenzt durch die Parabel des Systems, endlich die Ellipsen mit den 
bei B^ an Si^ ^^^ resp. bei A^ an ^^ vierpunktig beröhrenden wie vorher. 
Der Mittelpunkt hat die unendliche Strecke vom Fusspunkt der Potenzlinie 
bis zur Mitte der Centrale durchlaufén; aber die Strecke von jenem bis 
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zum innem Ähnlichkeitspunkt ist nicht von Mittelpunkten von Durch- 
dringungsprojectionen för reelle Distanzen erfttllt, und der im Innem 
der Grundkreise liegende Bogen des Ahnlichkeitskreises enthftlt keine 
Brennpunkte von solchen; während doch Kreise aus der Mitte der Centrale, 
deren Radien den Werth (r^ — c) tlbertreflFen, ohne den Werth 



\/l(^i + r?) 



zu erreichen, mit welchem ein solcher Kreis durch die Schnittpunkte der 
Grundkreise geht, beide Kreise in Punkten schneiden, welche Beröhrungs- 
punkte mit Kegelschnitten des Systems sein sollten, und durch zu den von 
dér planimetrisohen Anschauung geforderten Ellipsen innerhalb der von 
beiden Kreisen umschlossenen Linsenfläche gehören könnten, ohne doch 
im Sinne unserer stereometrischen Anschauung als Durchdringungsbilder 
von Hyperboloiden mit reeller Distanz der Kehlkreisebenen erhalten werden 
zu können. Aber eben dadurch, dass sie nur aus nicht rcellen Distanzen 
zwischen o und tt entspringen können, liefert unsere Grundanschauung 
sofort ihre reelle Construction. Denn wir wissen aus der einleitenden 
Ubersicht von der Methode der Cyklographie, dass mit dem tFbergang 
von reellen zu imaginären Distanzen von der Tafel — d wie js — durch 
den Wechsel des Vörzeichens der Quadrate und Producte von z und d 
die einfachen Hyperboloide in reelle Kugeln tlbergehen, deren Punkte 
dargestellt sind durch Kreise, die von einem reellen festen Kreis, dem 
Hauptkreis der Kugel, im Durchmesser geschnitten werden, sobald jener 
in der Tafel liegt, öder fttr deren Projectionen die ktirzeste durch sie 
gehende Halbsehne in diesem Kreis die Höhe des Originals tlber der Ebene 
desselben angiebt. Desshalb muss fftr alle Punkte der Projection eines 
ebenen Querschnittes der Kugel das Verhältniss der durch sie gehenden 
ktlrzesten Halbsehnen der Hauptkreisprojection zu ihrem Abstand von 
der Projection der bezöglichen Spur der Ebene constant, nämlich der tri- 
gonometrischen Tangente des Winkels der Ebene zur Tafel gleich sein. 
(Vergl. § 7.) Und in Folge dessen gilt auch ft\r die Punkte der Pro- 
jection der Durchdringung von zwei solchen Kugeln das Gesetz, dass die 
Summe öder Differenz der zugéhörigm Icurzesten Halbsehnen der entsprechen- 
den Hauptkreisprojectionen constant, nämlich der Distanz der Hatiptkreis- 
ebenen gleich ist; sowie sie auch zum Abstand der Spuren der Durchdring- 
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ungsebene in der Projection d. h. der Sehnen der doppdten Beruhrung der 
Durchdringungsprqfection mit den Hauptkreisen in demselben constanten Ver- 
hältniss tga steM. 

1 9, In der That ist för — z^ alls das Quadrat der hal ben kleinsten 
Sehne durch den Punkt (rr, y) innerhalb des Kreiaes vom Radius r um 
den Mittelpnnkt (ot, fl) 

die Definition der Potenz umfasst diesen sowie den vorher betracht^ten 
Fall öder geht för einen inneren Punkt naturgemilss in die jetzige Fdssung 
ti ber. Und för- die Projection und Durchdringung der Kugeln (woftlr 
nun d und z reell sind) 

{x + cy+i/ + z' — r\ = o, {x-cy + y' + {z + d)' — rl=-o 

erhalt -.man' natftrlich durch Elimination von z zwischen beiden Gléi- 
chungen ein Resultat, welches auch aus dem entsprechenden in § 1 1 durch 
Verwandlung von d^ in — d^ feich ergiebt; dasselbe spricht die Constanz 
jener Summe öder Difierenz der halben kleinsten Sehnen aus und wir 
haben A\'ieder wie fröher die Summe fttr alle Punkte innerhalb der durch 
die Hauptebenen begrenzten Schichty die Differenz för alle Punkte ausser- 
halb derselben zu nehmen. Die Symbolik uiid die damit begrörtdeteri 
Sätze des § 1 1 bleiben in Göltigkeit. Auch ergiebt sich för die Ebené 
der Durchdringung 

2CX — dz=^{r\ — rl']- rf') 

öder mit V^erlegung des Anfangspunktes in die Potenzlinie 

2CX — dz = -d^ 

2 

(vorgl. § 1 2), was sofort als die Enveloppe ijirer Spur in der Axenebene 
die zur Potenzlinie symmetrische von der Parabel der Sjmren för reelle 
Distanzen erkcnnen iJlsst. Damit erhalten wir die anschauliche Entwicke- 
lung för diesen Theil unseres Kegelschnittsystems. För die rein imagi- 
nHren Werthe zwischen d = o und d = ti öder 
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liefern bei reell aufgetragenen d die Kugeln mit dieser Distanz der 
Hauptebenen und den gegebenen Kreisen als Hauptkreisprojectiönen kreis- 
förmige Durchdringungen, deren Projectionen Ellipsen sind, wekhe von 
jenen Kreisen umschliessend reell öder imaginär doppelt berulirt werden. Wir 
erhalten ihre in der Centrale liegenden Scheitel als die Fusspiinkte der 
Perpendikel zu dieser, welehe von den Durchschnittspunkten des Kreises 
Äj mit demjenigen Kreise vom Radius r^ ausgehen, der seinen Mittelpnnkt 
{C^) in dem in C^ errichteten Perpendikel zur Centrale im reellen Ab- 
stand id hat; es sind die Scheitel der Nebenaxe. Nach der Methode der 
darstellenden Geometrie erhält man aber auch sofort die Scheitel der 
Hauptaxe: Die gemeinsame Sehne jener beiden Kreise giebt als das Perpen- 
dikel von ihrer Mitte zur Centrale die Linie und zuojleich durch ihre Länore 
die Grösse derselben. Endlich erhält man fftr die Bestimmung der Be- 
rtthrungspunkte der EUipse mit den Kreisen ft\, i?^ ^^^ dem Umstande, 
dass sie die Projectionen der Durchgangspunkte der Durchdringung durch 
die- Hauptkreisebenen der betreffenden Kugeln sind, die einfache Regel: 
Man beschreibt aus C^ resp. G^ diejenigen Kreise ^i^, ^2rf> welehe die 
halben Sehnen von Ä^ resp. Ä^ ^^ åara Centralabstand d zu Halbmessern 
haben; ihre Potenzlinien mit Ä^ resp. ^j sind die Sehnen der Doppelbe- 
ruhrtmg mit diesen Kreisen und ihre Pole in denselben die Schnittpunkte 
der zugehörigen gemeinsame» Tangenten. Weil die Kreise ^^^ und ^o^ 
die resp. Radienquadrate {7'\ — rf*^) und {rl — d'^) haben, so erkennt man 
wie in § 12, dass die Bttschel ^2» ^u ^^^^ ^u ^2d <3en Kreis aus der 

Mitte M der Centrale mit dem Radiusquadrat -(/J + ^l — ^^^) — c^ gemein 

haben öder dass auch jetzt die vier Bertthrungspimkte mit jjj, ^^ immer 
auf einerlei Kreis um M gelegen sind, sodass durch einen der Berfthrungs- 
punktc das Tripel der ttbrigen und die Distanz der Hauptkreisebenen be- 
stimmt ist. In Folge dessen schneiden sich ferner die Kreise derselben 
• Bttschél, die durch den Mittelpunkt des zugehörigen Grundkreises und den 
Pol seiner Bertihrung gehen, wie in §§ 13, 14 auf dem Ähnlichkeifskreis 
und die dort entwickelte Theorie der BrennpunJcte und die der Wechsel- 
sehnen und Wechselschniiie bleibt in unveränderter Gttltigkeit. Dieselbe 
konnte sich desshalb auch nicht in Abhängigkeit von den geraden Man- 
tellinien der einfachen Hyperboloide ergeben. 

20. Wir können nun die Obersicht des Systems fftr den vorgelegten 

Aeia maih^tuUica. 5. Iiupriiué 18 Octobre 188-i. 47 
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Fall beendigen. Der Distanz NuU als Grenze der rein imaginären Distanz 
werthe entspricht der doppelt gezdUte im Innem beider Kreise gdegene 
Theil ihrer Potenzlinie als Ort der Punkte gleicher ktkrzester Sehnen in 
beiden Kreisen, eine Ellipse, welche beide Kreise in ihren Schnittpunkten 

mit einander berfthrt — wie denn fQr -(r? + ^) — ^' ^^s ^^s Radiiis- 

quadrat des Kreises aus der Mitte der Centrale das Distanzquadrat ver- 
schwindet. 

Wachst nun der absolute Werth der Distanz von NuU aus, so nimmt 
der Radius des Kreises um M durch die Beröhrungspunkte ab und die 
Bertthrungspunkte rticken, sich trennend, auf beiden Kreisen gegen die 
inneren Durchmesserendpunkte B^ und A^ hin; die entsprechenden El- 
lipsen bertthren beide Kreise reell doppelt, sodass ihre Umfange durch 
die Be^tlhrungsstellen in vier Theile zerlegt werden, von denen zwei die 
constante der Distanz gleiche Summe und die beiden andem durch jene 
von einander getrennten die constante derselben Distanz gleiche Differenz 
der ztigehorigen kleinsten Halbsehtien beider Kreise zeigen — ^ jene die Pro- 
jectionen der in der Schicht der Hauptkreisebenen gélegenen Bogen des 
Durchdringungskreises, diese die Projectionen seiner Bogen ausserhalb der- 
selben Schicht; in den Bertlhrungspunkten selbst sind daher die kleinsten 
Halbsehnen des jeweilen nicht bertthrten Kreises einander gleich, weil sie 
jener Distanz gleich sind. 

Dem Werthe der Distanz d = yjr\ — (2c — r,)" (vergl. § 1 6), d. h. 
dem Centralabstand derjenigen Sehnen des Kreises "Ä^, deren Hälften dem 
Radius des aus C^ durch B^ beschriebenen, also if^ ausschliessend be- 
rtlhrenden Kreises gleich sind, entspricht die Vereinigung der beiden Be- 
röhrungsstellen der Durchdringungsprojection an ^^ in J?j, bei noch ge- 
trennter reell doppelter Beriihrung an ft^ ; der eine der elliptischen Bogen 
mit constanter DifiFerenz ist verschwunden und man behalt zwei durch die 
Stellen dieser Bertlhrung getrennte Theile des Umfangs, in deren éinem • 
der vierpunktigen Bertthrung B^ nicht benachbartem die Constanz der 
Summe besteht, wfthrend im grösseren andern die Differenz denselben 
Werth hat, etc. 

Bei weiterem Wachsen von d wird die Bertlhrung an Äj imaginär 
doppelt und mit rf = yjr\ — (2c — r,)' vereinigen sich auch die Stellen der 
Bertthrung an Ä, zu einer vierpunktigen Bertthrung in A^j sodass fttr 
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noch grössere Distanzen die Bertthrungen der Ellipse mit beiden Kreisen 
imaginär doppelt sind und dieselbe ganz in das Innere der Lhisenflache 
zwischen ihnen zuröcktritt, während fDr alle Punkte des Umfangs constante 
Summe der kleinsten Halbsehnen beider Kreisc bcsteht. 

Die Ellipse wird dabei immer kleinér und fttr d = ^/{r^ + r,)' — 4c" 
als den reellen Factor von << hat sich dieselbe ineden inneren Ähnlich- 
keitspunkt zusammengezogen ; cferselbe ist die Projection des Bertthrungs- ' 
punktes der Kugeln in der durch diese Distanz bestimmten Läge und da 
diese Distanz die grösste ist, ftir welche unsere Durchdringung noch reell 
wird, so zeichnet den inneren Åhnlichkeitspunkt sich schneidender tedier 
Kreise unter allén Punkten die Eigenschaft aus, dass die Summe der durch 
ihn gehenden kleinsten Halbsehnen der Kreise den grössten möglichen Werth 
besitzt, (St. 1852; p. 458.) 

Es ist evident, dass die Mittelpunkte dieser Ellipsen vom Fusspunkt 
der Potenzlinie in der Centrale bis zum inneren Åhnlichkeitspunkt hin 
liegen und dass ihre Brennpunkte den im Innetn beider Kreise liegenden 
Theil ihres Ahnlichkeitskreises erftlllen, sowie dass gleichzeitig die lineare 
Excentricität von dem Werthe der halben Sehne in der Potenzlinie bis 
zur NuU stetig abnimmt. Endlich iöt die von den Wechselsehnen um- 
höllte Parabel durch die Potenzlinie als Scheiteltangente und die Mitte 
der Centrale als Brennpunkt wie sonst bestimmt, da die Realit&t der ge- 
meinsamen Tangenten dabei keine Rolle spielt; die Wechselschnitte auch 
för diese Ellipsen sind im Ahnlichkeitskreis. 

21. Wenn wir den kleineren Kreis Ä^ tiefer in den grösseren hin- 
einrtlcken lassen, so wächst der Winkel der äusseren gemeinsamen Tan- 
genten stetig und in der Grenzlage der umschliessenden BerUhrung fallen 
sie mit einander und mit der Potenzlinie zusammen, der Berdhrungspunkt 
ist Bj, B^ und E und der Ahnlichkeitskreis beröhrt beide Kreise in ihm. 
Die reellen Werthe der Distanz beginnen nun mit t^ = o, während die 
beiden Regionen von o bis ^< und von ti bis t^ dem imaginären Werth- 
bereich angehören und statt umschliessender Hyperbeln umschlossene Ellipsen 
liefern. Den reellen Distanzen zwischen o und 2c entsprechen Hyperbeln^ 
welche mit dem einen Aste beide Kreise doppelt berfthren, den grösseren 
reell und den kleineren imaginär; fttr d = 2c folgt die Parabel, die sich 
ebenso verhält. Die zugehörigen Mittelpunkte erföUen den äusseren un- 
endlichen Tbeil der Centrale vom Bertihrungspunkt der Kreise aus, dem 
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Mittelpunkt, Scheitel uiid Breniipunkt der Projcctioii der gemeinsamen 
Mantellinien der Hyperboloide för d == o-, ihre Brennpunkte vertheilen 
sich auf die unbegrenzte Strecka der Centrale auf der gleichen Seite bis 
zum Mittelpunkt des Ahnlichkeitskreises hin, die linearen Excentricitäten 
wachsen von NuU bis ITnendlich. Nach der Parabel, fQr alle d > 2c 
folgen die umscliliessmden Ellipsen, welche den Kreis Ä^ zuerst unter 
Vorrilcken der Bertihrungspunkte von denen der Parabel gegen A^- hin 
reell doppelt berfihren, bis sich die Bertlhrungsstellen fttr d = y(c + r,)^ — rl 
in 14j zur vierpunktigen Bert\hrung vereinigen, sodass von da an nur 
noch imaginäre Bertihriingen statthaben. Die Mittelpunkte räcken auf 
der der Potenzlinie entgegengesetzten Seite voni Unendlichen bis zur Mitte 
der Centrale heran, indess die Brennpunkte den vora Mittelpunkt des 
Ahnlichkeitskreises nach der . Seite von C\ hin liegenden unbegrenzten 
Theil der Centrale erfilllen. 

Alle (\briffen Kegelschnitte, deren Brennpunkte dem Ahnlichkeitskreis 
angehören, entstehen aus Durchdringungen von Kugeln, weil mit imagi- 
nären Distanzen. Sie beginnen mit dem der Distanz rf = o als Grenze 
der rein imaginären Werthe entsprechénderi liemhrungspimkte der Kreise 
und der Kugeln als iinendlich kleiner Ellipse; daher der Differenz NuU 
der kleinsten Halbsehnen — während fttr alle ubrigen Punkte der Po- 
tenzlinie die Differenz der TanG^entenlänf^en gleich NuU ist. Mit der Ver- 
schiebung der Ivugel ^f".^ unter Festhaltung ihrer Hauptkreisprojection ent- 
stehen rcelki Durchdringungskreisc bi^ d = y^{r^ + r^y — 4c' öder 2yr^, bei 
welcher ausschliessende Bertthrung zwischen beiden Kugeln stattfindet; sie 
liefern reelle Ellipsen, die den grösseren Kreis stets imaginär, den klei- 
neren zum Theil reell bertthren, indem die reell doppelten Bertthrungen 
an diesem durch eine vierpunktige Bertthrung in Ä^ beschlossen werden. 
Schliesslich zieht sich die Ellipse auf den inneren Ahnlichkeitspunkt als 
die Projection jenes Bertthrungspunktes der Kugeln zusammen, fttr den 
damit die Sunime der durch ihn gehenden kleinsten Halbsehnen den 
Maximalwerth 2ylV~rl erreicht. Die Potenzlinie unter jenen und der Be- 
rtthrungspunkt unter diesen Durchdringungen bertthren allein beide Kreise' 
reell, und sie sind zugleich vierpunktig beruhrende Kegelschnitte resp. 
unter denen aus reellen und denen aus rein imaginären Distanzen. 

22. Wir kommen endlich zu dem Falle, in welchem der Kreis Ä^ 
ohne Berilhrung vom Kreise Si^ timscJilossen wird, in Avelchem also beide Ahn- 
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lichkeitepunkte und der ganze Ähnlichkeitskreis im Innern von ft^ li^^g^i^ 
(Fig. 9). Die Kegelschnitte aus den Durchdringungen der Hyperboloide 
beginnen in diesem Falle mit Hyperbéln der dritten Gruppe, bei denen 
derselbe Ast beide Kreise umschliesst und Ä, reell doppelt berftliren 
känn. Sie entfalten sich aus der Potenzlinie rf = o und ""berfthren zuerst 
wie diese nicht reell, ftir d = 2c folgt die Parabel mit derselben allge- 
meinen Lage, endlich die umscJdiessenden Ellipsen wie frUher. 

O b die Parabel den Kreis Äj schmi reell doppelt y ob sie ihn im Scheitel 
vierpunktiy öder ob sie ihn nicht reell beruJirt, ist davon abhängig, ob dte 
Länge der voni Durchmesserende B^ von Äj auf der Seite der Potenzlinie 
an jjj gezogenen Tangente, die Distanz ftir die bezeichnete vierpunktige 
Bertihrung, ^ 20 isV, im ersten Falle bertiliren die Parabel und eine Keihe 
vorausgehender Hyperbéln von der jener Distanz ent^precheiiden ab reell 
doppelt, die der Parabel folgendcn Ellipsen bis zu der in A^ vierpunktig 
beruhrenden bei der Distanz a^ thun • dasselbe, und erst von da ab sind 
alle Bertihrungen imaginär; ist b^ = 2c, so beginnen die reellen Bertth- 
rungen mit der vierpunktigen der Parabel und dauern in der Reihe der 
Ellipsen bis zur vorerwähnten Grenze; endlich ftir b^ > 2c beriihrt auch 
die Parabel noch nicht reell, es folgen ihr imaginär doppelt bertihrendc 
Ellipsen bis zu der in 'B^ vierpunktig bertihrenden, etc. -;- sodass in 
diesem Falle das System der Ellipsen aus den Durchdringungen fur reelle 
Distanzen im Anfang und ivieder am Ende durchaus imaginär beriihrende 
enthiUty die sich jedoch in einem wichtigen Punkte von einander unter- 
scheiden. Sowie ftir die nicht reell bertihrenden Hyperbéln im Aiifange 
der Durchdringungen aus reellen Distanzen nach ihrer Lage ausserhalb 
der Scheitel der Hauptkreisebenen ringsum constante Differenz der Tan- 
gentenlängen besteht, so auch noch fur die erste Gruppe der Ellipsen in 
diesem letzteren Falle, weil erst mit der vierpunktigen Bertihrung die 
Durchdringung an die -eine Grenzebene der Schicht heran und mit der 
reellen Doppelbertihrung in sie hinein tritt; nach jener findet also ftir den 
Theil des Umfangs zwischen den Pjunkten der Doppelbertihrung auf der 
Seite von B^ constante Summe der Tangentenlängen statt, und bei weiter 
wachsender Distanz wächst dieser Theil des Umfangs, bis er mit der 
vierpunktigen Bertihrung in A^ zum • ganzen Umfange geworden ist — 
d. h. ftir die nicht i^ell beruhrenden Ellipsen am Ende des Systems der 
Durchdringungen fur reelle Distanzen findet ringsum constante Summe der 
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Tangentenlången stattj sie selbst liegen ganz innerhalb der Schicht. (St. 

1852; p. 460.) (O 

Far die Durchdringungen mit imagimren Distanzen ist die Potenzlinie 
eine imagin&rc Ellipse und die Spur der Durchdringungsebene iii der 
Axenebene öder die Tangente der Parabel von § 19 triflFt von ihr aus- 
gehend zuerst Äj nicht reell; erst mit d = yj(r^ _rj)» — 4c* beginnen die 
reellen Durchdringungen und sie endigen mit d = y^(r^ + r^y — 40% fttr 
jenen Werth wird die Kugel Ä^ von Ä^ umschliessend und fftr diesen 
ausscJdiessend beruhrt; die erste Berfthrung ist im äusseren E, die zweitc 
im inneren Ahnlichkeitspunkt / projiciert, in natlirlichcr Umkehrung der 
Ordnung gegentlber den Distanzwerthen in Folge des Zeichenwechsels 
ibrer Quadrate. Jener entspricht dem kleinsten Werthé der Distanz untor 
den reellen Durchdringungen aus Kugeln und dieser dem grössten; und 
da der erste sich ausserhalb, der zweite innerhalb der bezttglichen Schicht 
befindet, so erhält man för den letzt«ren wie es sein muss den Satz von 
§ 20 wieder, fftr den erstcren aber den ergftnzenden Satz: FUr den åusseren 
Åhnlichkeitspunkt von »wei Kretsen, von denen der eine den midern umschliesst, 
ist die Differenz der zugéhörigen halben kleinsten Sehnen ein Minimum. Man 
erhält auf den Perpendikeln zur Centrale in den Ahnlichkeitspunkten / 
und E sofort jenes Maximum wie dieses Minimum. (St. 1852; p. 459.) 

Die zwischen jenen Grenzwerthen liegenden Distanzen liefem reelle 
Ellipsen als Durchdringungsprojectionen der Kugeln, welche zuerst auch 
den inneren Ereis imaginftr, dann im Scheitel vierpunktig bei B,, später 
reell doppelt beröhren, um weiterhin durch die vierpunktige Berfthrung 
wieder zur imaginären zurftck zu kommen; die zur Centrale normalen 
Halbsehnen von ffj, welche Ä^ bei B^ und resp. A^ bertihren, liefern die 
Distanzen der Hauptkreisebenen, welchen jene vierpunktigen Bertthrungen 
entspringen. Die Mittelpunkte aller dieser reellen Ellipsen erftillen die 
Centrale zwischen den Ahnlichkeitspunkten und- ihre Brennpunkte den 
Ähnlichkeitskreis. Die Potenzlinie als Scheiteltangente und die Mitte der 
Centrale als Brennpunkt bcstimmen die von den Wechselsehnen umhtkllte 
Parabel. 



(*) Die Ausgabe der Werke hat hier p. 460 Zeile 1 6 v. o. den störendcn 
Drackfchler u^ < AB^ wofUr alao steben muss und im ersten Pruck wirklich stebt 
ti, > AB, 
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23. Es bleibt Qbrig nach den verschiedenen Fallen der reellen 
Hauptkreise die Fälle zu besprechen wo einer der Hauptkreise rein imaginär 
ist öder wo beide es sind; die Fälle von verschwindendem Radius bei einem 
der Kreise öder bei beiden mogen dann als SpecialfäUe einer besondern 
Erörterung unterworfen werden. 

Zuhächst denken wir den Kreis Äj mn imaginär öder von negativem 
Radiusquadrat — r\ und durch seinen Symmetriekreis ff j (Fig. i o) ver- 
treten, den anderen ff^ reell; ' jenem als in der Tafel gelegen entspricht 
ein festes gleichseitiges zweifaches Rotationshyperboloid mit der Tafel als 
Hauptebene und den Scheitelabständen r^ von der Tafel, diesem ein ein- 
faches, welches wir in der Art bewegt vorstellen, dass die Projection ff^ 
Seines Kehlkreises unverftndert bleibt und nur die Distanz der Ebene 
desselben von der Tafel wechselt. Ist d diese Distanz, so erhalten wir 
den in der Tafel gelegenen Parallelkreis ^^d des einfachen Hyperboloides 
aus seinem Radiusquadrat {v\ + ^^5 wir erhalten dagegen die Projection 
för den in der Kehlkreisebene des einfachen Hyperboloids liegenden Pa- 
rallelkreis des zweifachen mit dem Radiusquadrat ( — r\ + ä^^ rein ima- 
ginär so länge der reelle Factor von r^ grOsser ist als rf, als Phnkt C^ 
fttr d als demselben gleich, und reell fttr grössere Distanzen; im ersten 
Falle trägt man d in C^ rechtwinklig zur Centrale auf, geht durch den 
erhaltenen Punkt parallel zu ihr bis zum Kreis ^i, und erhält in dieser 
Strecke, der zur Distanz d als Centrum gehörigen Hälbsehne in diesem 
Kreise, den Radius fttr den Symmetriekreis des bezttglichen imagin&ren 
Parallelkreisbildes; andernfalls zieht man von dem Endpunkt der so 
abgetragenen Distanz die Tangente an ^u ^^^ hat in ihrer Länge den 
Radius des reellen Parallelkreises in dieser Distanz vom Hauptschnitt — 
die Darstellung der Meridianhyperbel aus dem Kreisbttschel mit reellen 
Grenzpunkten. (§ i.) Die Potenzlinien der so erhaltenen Kreige Ä24 und 
ftirf mit Äi resp. Äj, die natttrlich mit^Rftcksicht auf das Vorzeichen der 
Radienquadrate aus /^cx = r J — rj (§ 12) zu construieren sind, liefern die 
Spuren der Ebene der Durchdringung auf den Hauptschnittebenen in dieser 
Lage; die durch die resp. Kreise auf ihnen bestimmten Involutionen har- 
monischer Pole gehören dem entstehenden Kegelschnitt an. 

Die Ehene der Durchdringung aus 
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i st 

2CT + <lz==— I {fp + r\ + r?) 

und wird durch Verlegiing des Anfangspunktes in die Potenzliiiio 



^cx = — (^? + ^l) init 2CX + rf^ = d 



1 
2" 



berechnet, wie in § 12; ihre Spiir in der Axenebene der Flachen uin- 
hQllt dieselbe Parabel wie dort. Die Projection des Durchdringungskegel- 
schnittes wird aus der frttheren (§ 11) durch Wochsel des Zeichens von 
rj erhalten, mit d = 2c die Parabel des Systems, der die 45° Ebene 
X + z = — c entspricht. Der allgemeine Wcrth der Mittelpunkfs-Abscisse 
ist (§ 14) - 

. "^i + n 



t ja 7 



4c' — d 

sie wird nur för reelle d > 2c positiv. 

D(fr Brennpunkt der Systemsparabel ist der Mittelpimkt des Åhnlicli' 
keitskreises \oj\ der Abscisse (§14) 

ri + r; 

wahrend sein Radius mit den boiden Ahnlichkeifc^punkten zugleich imaginär 
öder sein Quadrat negativ (§ 14) geworden ist. Die gemeinsamen Tan- 
genten und auch die Quadrate ihrer LUngen ti, t, sind imaginär ge- 
worden (§ ii); die bezOglichen Durchdringungen werden ans einer rein 
imaginJiren Kugel mit einer veränderlichen reellen Kugel nach dem Vor- 
gange von § 19 bestimmt und ihre Projectionen sind hnaginäre KegeU 
schnitte^ wenn sehon die Ebenen ypn jenen und ihre Spuren in der Axen- 
ebene, sowie die Mittelpunkte und Brennpnnktspaare von diesen reell 
bleiben nach den Gleichungen 

2CX — dz — ^-id'^ — r\ — rj), x = — c ^', . \ . 

2^ ^ ^^ 4r^ + d^ 

Und da die Brennpunkts-Involution elliptisch ist, so hat sie mit der durch 
den Mittelpunkt bestimmten symmetrischen Involution stets ein reelles Paar 
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gemein, öder alle Kegelschnitte des Systems* haben ihre reellen Brenn- 
punkte in der Cenirtde, wie es sein muss, weil der Ähnlichkeitskreis rein 
imaginär ist. 

24. Die Ubersicht unseres Kegelschnittsystems gestaltet sich also 
wie folgt: Es beginnt fttr d = o mit der Potenzlinie der Kreise Äp Ä, 
als dem Ort der Centra von Kreisen, welche Ä^ diametral und Ä^ ortho- 
gonal schneiden (§ 3), der Projection der zur Tafel symmetrischen gleich- 
seitigen Hyperbel, deren Brennpunkte mit den zugehOrigen Kegelmittel- 
punkten vereinigt in diejenigen Punkte der Centrale fallen, wo sie von 
dem aus dem Fusspunkte der Potenzlinie beschriebenen unter jenen Kreisen 
geschnitten wird. Bis d ^= 2C folgen Syperbdn von bis NuU abnehmen- 
den Asymptotenwinkeln, die anfänglieh den reellen Kreis umschliessend 
imaginär bertihren, bis mit einer vierpunktigen Bertihrung im Scheitel 
bei A^ mit d = a^ = ^(2c — r^y + rj (§ 1 6) die - reelle Doppelberöhrung 
beginnt, bei welcher die Berft hr ungspunkte von A^ aus auf Ä^ ^^^ ^^ 
den BerQhrungspunkten der Parabel vorröcken. Ihre Mittelpunkte rilcken 
von der Potenzlinie aus auf der Seite des nicht reellen Kreises bis in's 
Unendliche fttr jene Parabel. Mit den fttr d> 2c entspringenden Ellipsen 
rttcken sie aus dem Unendlichen auf der Seite des reellen Kreises wieder 
herein, während die zugehörigen Bertthrungspunkte auf Äj nfther und 
naher gegen B^ zusammen rttcken, um sich mit der Durchdringung fttr 
die Distianz d ^= b^ = sj(2c + r,)* + rj dort zur vierpunktigen Bertthrung 
zu vereinigen. Die Distanzen fttr die vierpunktigen Bertthrungen werden 
construiert als Radien der Kreise aus A^ resp. J?^, welche den Kreis Ä„ 
diametral schneiden — in consequenter Anwendung des Satzes (§1), wor- 
nach der orthogonale Schnitt mit einem rein imaginaren Kreis durch den 
diametralen Schnitt mit seinem Symmetriekreis vertreten wird. Mit dem 
unendlich grossen Kreis um die Mitte der Centrale d. h. von der Mittel- 
punktsabscisse Null und den Brennpunkten in C^ und C^ (§ 16) endet 
das System. Reelle Kegelschnitte aus nicht reellen Distanzen erscheinen 
nicht. 

Das zugehörige System der Wechsdschnitte ist nicht reell; die En- 
veloppe der Wechsdséhnen aber nach wie vor die Parabel, welche die 
Potenzlinie zur Scheiteltangente und die Mitte der Centrale zum Brenn- 
punkt hat. Die Tangenten dieser Parabel schneiden den reellen Kreis in 
nicht reellen Sehnen, welche mit denen des imaginären Kreises in ihnen 

Acta maikmaHetk. 5. Imprimé 18 Octobre 1881. ^8 
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gleiche Länge haben öder fttr welche die bezöglichen beiden Polinvolu- 
tionen ' elliptisch und vou einerlei Potenz sind, aber von verschiedcnen 
Mittelpunkten, letzteres mit einziger Ausnahme der Potenzlinie und der 
unendlich fernen Geraden; aber auch die zu ihnen gehörigen Punkte des 
Systems der Wechselschnitte sind imaginär. 

Lagenunterschiede des reellen und des rein imaginären Kreises von 
ähnlieher Art wie bei den reellen Kreisen sind nicht hervorzuheben, weil 
eine Bertthrung zwischen ihnen unmöglich ist und von einem Ausschliessen 
und Einschliessen des einen dureh den andern auch nicht die Rede sein 
känn, vielmehr von einem gegenseitigen Einschliessen gesprochen werden 
soUte, wenn mit solchem Ausdruck irgend eine Verwendung verbunden 
wäre. 

25. So kommen wir zu dem wieder sehr lehrreichen Folie von 
zwei rein imaginären Kreisen öder zwei zweifachen Hyperboloiden, deren 
eines wir mit dem Hauptkreis Äj in der Tafel als fest und das anderé 
durch alle Distanzen d so bewegt denken, dass die Projection seines 
Hauptkreises ff, ebenfalls fest bleibt; wir setzen beide Kreise durch ihre 
Symmetriekreise (Fig. 11) Ä^, und ff-,, resp. vertreten voraus. Dann ist die 
Potenzlinie der Hauptkreise die in Bezug auf die Mitte der Centrale zur 
Potenzlinie der Symmetriekreise symmetrische Gerade. Man bestimmt 
ferner fttr irgend eine Distanz d sowohl den Parallelkreis des verscho- 
benen Hyperboloids in der Tafel wie den Parallelkreis des ruhenden in 
der Hauptebene des verschobenen nach dem fttr den letzteren in § 23 
beschriebenen Verfahren und erhält die Potenzlinien der bezttglichen beiden 
Kreispaare durch Construction. ihres Abstandes von der Mitte der Centrale 
mit Riicksicht darauf, ob die Radien beide rein imaginär sind öder der 
eine derselben reell geworden ist. Die Ebene der DurcMringung ist aus- 
gedröckt durch 

2CX -{- dz = {d^ + r J — r]) resp. 2cx -{- dz = d^j 

liefert also die Parabel des 6 12. Die Bertihrungen sind sämmtlich ima- 
ginär doppelt als Schiiitte reeller Geraden mit rein imaginären Kreisen. 
Die Mittelpunkts-Abscisse der Projection wird 



4c* — d 
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wesentlich negativ för r^ > r^ far alle d < 2c und positiv fttr die 

Ftlr d = 2c entsteht die Parabel des Systems, aus denselben Grönden 
wie bei der Durchdringung der einfachen Hyperboloide, nämlich weil der 
Mittelpunkt des zweiten auf dem Asymptotenkegel des ersten liegt, etc. 
(§ 12); mit ihr sind wir auf den Mittelpunkt des Ähnlichkeitskreises ge; 
ffthrt, der ihr Brennpunkt sein wird, und damit zu der Frage nach dem 
Ahnlichkeitskreis von zwei rein imaginären Kreisen. Wir finden sofort, 
dass die Abscissen der Ähnlichkeitspunkte / und E durch Einsetzen von 
«Vj und ir^ för r^ und resp. r^ ihre Werthe nicht ändern, ebenso wie 
sein Radius (§ 14); öder dass der Åhnlichkeilskreis von zwei rein imaginären 
Kreisen der ihrer Symmetriékreise ist. 

Aber auch die inneren und äusseren gemeinsamen Tangenten haben 
reelle leicht zu construierende Längen; man erhält ihren Ausdruck aus 
dem för reelle Kreise 



)j4c* — {r^ ± r,)* in der Form ^40^ + (r^ ± r,)' ; 

und ihre graphische Bestimmung folgt auch direct aus der Bemerkung, 
dass ihre Lftngen ja Summe resp. Diflferenz der Radien derjenigen beiden 
Kreise sind, die um den inneren resp. den äusseren Ähnlichkeitspunkt 
der Kreise so beschrieben werden, dass sie diese orthogonal schneiden; 
dass sie also för rein imaginäre Kreise Ä^, Si^ zu den Summen resp. Dif- 
ferenzen der Radien der entsprechenden Kreise werden, welche die Sym- 
metriékreise ^uy Ä2, diametral durchschneiden. Zieht man also die beiden 
zur Centrale normalen Durchmesser der Symmetriékreise so sind die Längen 
der neuen Verbindungslinien ihrer Endpunkte die Längen der gemein- 
samen Tangenten, der inneren und äusseren, jenachdem sie durch / resp. 
E gehen ; man sieht dabei zugleich, dass durch den Wechsel der Vorzeichen 
der Radienquadrate wenigstens die Veränderung eingetreten ist, dass die 
inneren gemeinsamen Tangenten jetzt die grössere Länge haben, und dass 
die Längeti beider die Centraldistanz öbertrefiFen, sodass nun die Folge 
20 < t^ <ti stattfindet. 

Kegelschnitte, welche einen der rein imaginären Kreise vierpunktig 
im Scheitel beröhren, erhält man nicht; die zugehörigen Distanzen sind 
complex (§ 16); weil sich aber ftlr rein imaginäre Distanzen d und ;8? die 
zweifuchen Hyperboloide in rein imaginäre Kugeln verwandeln, so erhält 
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man auch jetzt ftir solche Distanzen nur imaginåre Kegelschnittey imraer- 
hin diese letzteren mit reellen Mittdpunkten und Brennpunktpaaren ihrer 
Projectionen. 

26. Wir tiberblicken das Gesammtsystem. Mit rf = o erhält man 
die Potenzlinie als Projection der Durchdringung beider centrischen Hy- 
perboloide d. h. als Ort der Centra von Kreisen, welche sowohl ft„ als 
Ä2, diametral schneiden; der zu ihrem Fusspunkte gehörige Kreis dieaes 
BUschels giebt zugleich die entsprechenden Brennpunkte in der Centrale 
an. Fttr wachsende d unter dem Werthe 2 c folgen Hyperhdn mit bis 
Null abnehmenden Asymptotenwinkeln ; ihre Mittelpunkte rocken von der 
Potenzlinie weg auf der der Spurparabel entgegengesetzten Seite bis in^s 
Unendliche för die Parabel^ die* ihren endlichen Brennpunkt im Mittel- 
punkt des Ahnlichkeitskreises hat. Wir gelangen zu Ellipsen för Distanz- 
werthe d> 2c und <tg und sehen den Mittelpunkt derselben von der andern 
Seite der Centrale aus dem Unendlichen heran rocken bis zum ftusseren 
Ähnlichkeitspunkt E der Kreise; dabei verkleinert sich zugleich die EUipse 
fortwährend, bis Hauptaxenscheitel und Brennpunkte mit dem Mittelpunkt 
in E vereinigt sind, entsprechend der punktförmigen Be) uhrungsdurchdring- 
ung der beiden Hyperholoidej welche zuerst bei der Distanz t^ stattfindet. 

Die Projectionen der Durchdringungen und diese selbst werden för 
weiter wachsende . Distanzen zwischen den Werthen t^ und t^ rein imagimre 
Ellipsen^ diese in reellen Ebenen, jene mit reellen Mittelpunkten in der 
endlichen Strecke zwischen den Ahulichkeitspunkten und mit reellen 
. Brennpunkten im Ähnlichkeitskreis; es sind die rein imaginftren Durch- 
dringungen, auf die wir schon in § 5 hinwiesen als Grundcurven von 
Böscheln zweifacher Hyperboloide ohne reelle eigentliche Kegel. För 
d = ti fällt allés wieder im inneren Ähnlichkeitspunkt zusammen, der Pro- 
jection der zweiten punktförmigen Beröhrungsdurchdringung unserer Hyper- 
boloide entsprechend. Die gemeinsame Tangentialebene schneidet in jenem 
wie in diesem Falle beide Flftchen in denselben zwei punktiert lind pla- 
niert imaginären Geraden, die als die 45° Linien der besagten Ebene be-^ 
trachtet werden mössen und nicht reell sein können, weil die Tafelneigung 
der Ebene selbst 45® nicht erreichen känn; die Paare der gemeinsamen 
Tangenten sind die Projectionen dieser Geraden, ihre Langen im Raume 
sind ebenfalls reell angebbar, als die ^2-fachen der Längen ihrer Projec- 
tionen — natörllch in beiden Fallen kleiner als die Abstände der paral- 
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lelen Geraden, in denen ihre Endpunkte als imaginäre Punkte zu suchen 
sind. 

W&chat die Distanz flber f< hinaus weiter, so erhalten wir wieder 
reelle Ellipsen^ deren Mittelpunkte vom inneren Ähnlichkeitspunkt bis zum 
Mittelpunkt der Centrale hin liegen, den letzteren erst ftlr unendlich grosse 
Distanz erreichend; etc. wie frtlher. 

Wir beinerkten sohon, dass das Sclmeiden resp. Umschliessen des 
einen Symmetriekreises durch den andern keine wesentlichen Andorungen 
im Chnrakter des Systems herbei* fohrt; die unwesentlichen, welohe solche 
Anderungen mit sich bringen, AvoUen wir nicht erörtern. 

Die Parabel 'der Wechsdaehnen ist reell wie immer, die Potenzlinie 
als Scheiteltangente und die Mitte der Centrale als Brennpunkt bestimmen 
sie; aber die von den Punkten dos Ahnlichkeitskreises an die Kreise &^^ 
A, gehenden Tangentenpaare sind nicht reell; die Parabel umschliesst 
diese Kreise. 

27. Es bleibt tlbrig, die Fundamentalsatze tlber die Summe und 
Differenz d der Tangentenlangen und tiber das constante Verh&ltniss tga 
fttr die Durchdringung der zweifachen' Hyperboloide zu erörtern; för 
jenen haben die gemeinsamen Tangenten der rein imagin&ren Kreise unp 
schon einen Specialfall gezeigt und die cyklographische Auffassung der 
zweifachen Hyperboloide giebt sofort das allgemeine Resultat. Das zwei- 
fache Hyperboloid mit der Tafel als Hauptebene ist der Ort von Punkten, 
deren Bildkreise den Symmetriekreis seines Hauptschnittes und Bildkreis 
seiner Scheitelpunkte diametral sohneiden, wobei der Radius des Bildkreises 
der Abstand des Punktes von der Hauptebene ist (§ i). Durohdringen 
sich also zwei sokhe Hyperboloide, so ist fcir einen Punkt des Durch< 
dringungskegelschnittes zwischen don Hauptebenen beider die Summe der 
Radien seiner Bildkreise auf diesen constant n&mlich der Dietanz der 
Hauptebenen gleich; d. h, die Samme der Radien der um seine Projection 
beachriebenen Kreise^ wdehe beide Symmetriehreise Ri, und Si^, diametral 
schneiden — 1 statt wie die mit den Tangentenlangen beschriebene ortho«> 
gonal. Und fttr jeden Punkt der Durchdringung ausserlidlb der Schicht 
ist die Bifferena der Radien der ebenso bestimmten Kreise jener Distanz 
gleich, 

Auch ist ebenso direct anschaulich, dass das constante VerbMtniss 
tga fttr eine solche Durchdringung fttr jeden Punkt ihrcr Projection das 
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Verhältniss ist zwischen dem Raditis des um ihn beschriebenen den Symme- 
triekreis ^^ öder ,%, diametral schneidenden Kreises und dem Abstand des 
Punktes von der zugehöngen Sehne der Doppélberuhrung s^ resp. 5,, der 
Spur der Durchdringungsebene in der betreffenden Hauptebene; ftlr die 
Parabel sind diese leteteren Verhältnisse der Einheit gleich. 

Und wenn wle im vorigen Falle das eine der Hyperboloide ein ein- 
faches und das andere ein zweifaches ist, so drtickt die Distanz der Haupt- 
schnittebenen fttr alle Punkte in der Projection der Durchdringung die 
Summe resp. Differenz der Radien derjehigen uni sie beschriebenen Kreise 
aus, von denen der eine die Hauptkreisprojection des einfachen Hyper- 
boloides orthogonal und der andere die Scheitelkreisppojection des zwei- 
fachen Hyperboloides diametral schneidet; wird in diesem Falle der erste 
Kreis von der Durch^ringungsprojection reell doppelt beröhrt, so theilen 
die Bertihrungspunkte den Umfang derselben in einen Theil mit constanter 
Summe innerhalb der Schicht der Hauptschnitte und einen Theil mit 
constanter Differenz ausserhalb derselben; mit vierpunktiger Bertlhrung 
verschwindet der eine dieser Theile. Von der Bemerkung aus, dass för 
die Parabel des Systems im eildlichen Bogen zwischen den Bertthrungs- 

» 

punkten constante Summe stattfindet, charakterisiert man leicht das ganze 
System in Bezug auf diese Haupteigenschaft. 

Ftir das System des letzten Falles giebt es keine reellen BerQhrungen 
und daher keine 0bergänge der bezeichneten Art; ftlr die aus der Potenz- 
linie åev Kreise Äi, Ä2 »ich entfaltenden Hyperbeln gilt ringsum constante 
Differenz; ebenso ftir. die Parabel und die ihr bis zur ersten dem ausseren 
Ähnlichkeitspunkt entsprechenden BerUhrung der Flachen folgenden Ellip- 
sen; aber die Ellipsen, welche auf die zweite dem inneren Ähnlichkeits- 
punkt entsprechende BerUhrung folgen, liegen durchaus innerhalb der be- 
ztiglichen Schichten und zeigen ringsum die constante Summe. Die dem 
ausseren Ähnlichkeitspunkt entsprechende Differenz t^ ist die grösste der 
möglichen Differenzen und die dem inneren entsprechende Summe t^ die 
klemste der möglichen Summen — die Ergänzung der in §§ 20 bis 22 ent- 
wickelten und von Steineh a. a. O. mitgetheilten Eigenschaften den ein- 
geschlossenen Ähnlichkeitspunkt e reeller Kreise: Kleinste Differenz resp. 
grösste Summe der kleinsten Halbsehnen. Die Anschauung ftlhrt auf 
diese wie jene gleich direct; das vorige ist die Theorie der doppelt be- 
rtihrenden rein imaginaren Kreise reeller Kegelschnitte, welche sie liefert 
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Es ist ersichtlich, dass die all^emernen Eigerischaften der T^urchdringuhg 
dep Hyperboloidé aus §§ 7 f. 'erst indén letzteri Entwickeluhgén ihjre 
wahrhaft allgémeine Gtlltigkeit erhalteh habeh; wir woUeii desshålbbé- 
merken, dass fllr die Cönstruetionen des § g f ttr die doppelt berfthrendeii 
Kegelschnitte zu z^^^ei Kréisen dureh einen Punkt und zu einém Kreise 
durch drei Punkte damit zugleich die Modificatiorien erhalten wurden, 
unter dénen sie för timschliessende Kreise resp. fttr rein imaginäre Kreise 
göltig bleiben — ' aber dié Discussioh ihrer beztlglichen Resultate darf 
hier tinterlassen werden. 



Die JD ur cJidHng ungen mit Bezuff auf die reellen elgentlichen 

Kegél im Buscheh 

28. Wir kommen zu den Specialfållen von Hauptkreisen mit ver- 
schwifidendem Badius und gehen in der Art vor, dass der Fall beider Haupt- 
kreise als punktförmig zuletzt eingehend untersucht wird, währcnd die 
vorangehenden FäUe riur kurze Erläuterunoj erhalten. 

Ist Äj ein redler Kreis und 9t^ ein Krets vom Badius NuU öder die 
eine Flache ein einfaches Hyperboloid, die andere, die wir eventuell als 
mit festem Ä^ beweglich denken woUen, ein gleichseitiger Rotationskegel, 
so fallen die beiden Ahnlichkeitspunkte von ^^ und Ä^ in C^, dem Mit- 
telpunkt des letzten und die inneren mit den äusseren gemeinsamen Tan- 
genten zusammen; das System der Hyperbeln zwischen ihnen, welches die 
Nebenaxe in der Centrale und die Brennpunkte im Ahnlichkeitskreis hat, 
fällt weg wie dieser selbst, bis auf das vereinigte Anfangs- und Endglied. 
Mit den gemeinsamen Tangenten fallen auch die beiden Ä^ in einem 
Scheitel vierpunktig bertthrender Kegelschnitte zusammen. 

Fttr die Lage von G^ ausserhalb if^ er häl t man das ganze System 
durch Projection hyperboloidischer, för die innerhalb Ä^ zum Théil durch 
Projection sphärischer Durchdringungen; weil aber die eine der Kugeln 
die aus dem Kegel entspringcnde vom Radiiis NuU ist, so reduciert sich 
die Gruppe der daraus entspringenden reellen Kegelschnitte auf den 
Punkt C^. Wir erhalten in beiden Fallen die Potenzlinie von Ä^ und C^ 
far rf = o als Projection einer reellen zur Tafel symmetrischen Durch- 
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dringungöhyperbel; C^ ist der eine und der zu ihin in Bessug auf dio 
Pptenzlinie orthogonalsymmetriftche Punkt der andere Brennpunkt ihrer 
Projection. Dann folgen ftkr wachgende Distanzen Hyperbelity deren einer 
Ast ftj und, der andere C, umschliesBt, mit der Distanz ^40* — rj durch 
die gemeindamen Tangenten getrennt von den anderen, Hyperheln von 
denen der nAmliche Ast ^^ und C^ umschliesBt; die aus d =^ 2C entsprin- 
gende Parabel föhrt zu den Ellipsen tlber, etc, Unter den Hyperbeln der 
eröten Att ist eine in B^ an Ä^ vierpunktig berllhrende far rf = 2c — r, 
und unter den Ellipsen die bei A^ an Ä^ vierpunktig bertthrende fttr 
rf = 2C + r^ ; sie trennen die Ä^ reell von den ihn imaginär doppelt bertth- 
renden Hyperbeln resp. Ellipsen. Mit der Angabe, dass fOr die Parabel 
des Systems im endlichen Bogen zwischen den Bertlhrungspunkten an Äj 
constante Summe zwischen der Lange der Tangente an ftj und der Distanz 
von Cj stattfindet, ergeben sich alle andern Bestimmungen dieser Art im 
System. Ftlr jede Distanz rf erhalt man den mit ihr aus G^ beschriebenen 
Kreis als Ä,^ und seine Potenzlinie mit Äj als die zugehörige Bertlhrungs- 
sehne; ebenso den Kreis aus ^^ mit dem Radiusquadrat r] + rf' als Sii^ 
und seine Potenzlinie mit C, als die zugehörige Bertlhrungssehne öder 
die Directrix ftir den Brennpunkt C^ der Durchdringungsprojection. Die 

Mittelpunktsabscisse hat den Werth — 5 — ^, C^ ist die Vereinigung der 

Doppelpunkte der BrennpunktsinvolutioHy die parabolisch ist und stets als 
den zu ihm symmetrischen in Bezug auf den Mittelpunkt den andern 
Brennpunkt liefert. 

För Cj im Innem des reeJlen Kreises Äj ergeben «ich Unterschiede 
wie in § 22, jenachdem C, dem Mittelpunkt C^ öder der Peripherie des 
Kreises A^ nfther liegt 

Die Parabel der Spuren in der Axenebene hat C, zum Brennpunkt 
und wie die Para:bel der Wechselsehnen die Potenzlinie zur Scheiteltan- 
gente, wfthrend fQr diese die Mitte der Centrale der Brennpunkt ist; diese 
letztere berfthrt auch Ä^ in den Bertlhrungspunkten der Tangenten aus 
Gj, welche die einzigen reell begrenzten Wechselsehnen sind. Der Grenjs- 
faUy wo Cj in der Peripherie von ^^ liegt und die Potenzlinie die zu- 
gehörige Tangente ist> liefert die tiber dem Drittheil des Umfangs reell 
doppelt bertthrende Parabel und eine der Potenzlinie gegenftber in A^ 
vierpunktig bertthrende EUipse fUr rf = 2r^j während die vierpunktig be- 
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röhrende Hyperbel sich ebenfalls mit der Potenzlinie und den gemein- 
samen Tangenten verschmolzen hat. 

, 29. Wäre Äj rein imaginär und durch ^^^ vertreten, so entsteht das 
System aus Durchdringungen des festen zweifachen Hyperbolpides mit Äj, 
als Bildkreis der Scheitel mit dem längs seiner Axe verschiebbar gedachten 
Kegel Äj. Die Potenzlinie ist nicht mehr wie vorher der Ort der Centra 
der Kreise durch C^, welche Ä^ orthogonal sondern welche Äj, diametral 
schneiden, aber der zu ihr symmetrische Punkt von .C, ist noch immer 
der andere Brennpunkt der zugehörigen Hyperbelprojection. Es folgen 
die Hyperbeln der ersten und dritten Gruppe — ohne eine vierpunktig 
bertihrende — sodann die Parabel ftir d = 2c, und nach ihr in zwei 
Gruppen getrennt durch die punktförmige Durchdringungsprojection fQr 
die Lage der Kegelspitze im Mantel des Hyperboloides bei d = ^^40* + r\ 
Ellipsen; die erste Gruppe als Projectionen von Durchdringungen ganz 
ausserhalb der Schicht mit ringsum constanter DifferenZy die zweite Gruppe 
als solche von innerhalb mit constanter Summe. Der Punkt C^ ist zugleich 
die einzige vierpunktig bertihrende Ellipse des Systems, mit der grössten 
Differenz und hier zugleich der kleinsten Summe der Distanz von C^ und 
des Radius eines um ihn beschriebenen Äj, diametral schneidenden Kreises. 
Zu dem Falle von zwei Kretsen mit dem Radius NuU öder von zwei 
Kegeln als den sich durchdringenden Flächen können wir durch gleich- 
mässige Veränderung der absoluten Werthe der Radien sowohl von zwei 
gleichen redlen als zwei gleichen imaginären Kreisen aus gelangen d. h. die- 
selben Kegel können als Asymptotenkegel von einfachen wie von zweifachen 
Hyperboloiden von gleichem Radius erhalten werden; wir betrachten daher 
kurz die Besonderheiten des Falles gleicher Kreise. Im Falle ihrer Realität 
(Fig, 12) haben wir die Durchdringungen von zwei gleichen einfachen, im 
andern Falle die von zwei gleichen zweifachen Hyperboloiden, deren eines 
centrisch und ruhend und das andere beweglich bei fester Hauptkreisprojec- 
tion gedacht wird. In beiden Fallen geht die Potenzlinie p durch die Mitte 
der Centrale Jlf , mit der auch der innere Ahnlichkeitspunkt I zusammen- 
fällt, während der äussere unendlich fem liegt, sodass die Potenzlinie 
zugleich den im Endlichen liegenden Theil des Ahnlichkeitskreises biidet. 
In beiden Fallen sind fiir irgend eine Di$tanz d die Potenzlinien von 
Äi, ^2d ^nd ^2? Äid durch ^cx = + d^ gegeben öder zur Mitte der Cen- 
trale symmetrisch, der Anschauung entsprechend : Beide Kreise werden 

Ada inaUiematiea. 5. Iiupiimé 18 Octobre 1884. ^9 
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gleickzeitig reell und resp. imagmir doppelt bemhrt und die Beruhrungs- 
punkte bilden ein Bechteck mit M als Mittelpunkt und den Seiten parallel 
und normal zur Centrale, sodass M der gemeinsame Mittelpunkt aller KegeU 
schnitte des Systems istj wie der Nullwerth der Mittelpunktsabscisse bé- 
stätigt. Im Falle reeller Kreise berfthren auch die nämlichén beiden 
Kegelschnitte des Systems beide zugleich in A^ und S, resp. A^ und B^ 
vierpunktig; eine Hyperbel und eine Ellipse, wenn die Kreise ausser ein- 
ander liegen, eine umschlossene und eine umschliessende Ellipse, jene 
aus einer Kugel und diese aus einer Hyperboloid-Durchdringung, wenn sie 
einander schneiden wie in Fig. 12. Im Falle imaginärer gleicher Kreise 
existieren solclie nicht, weil ttberhaupt keine reellen Bertthrungen möglich 
sind. In beiden Fallen sind die ausser en ge^neinsamen Tangenten von der- 
selben Länge 2c und vertreten die Parabel des Systems^ die in zwei pa- 
rallele Gerade zerfallen muss, weil ihr Brennpunkt als Mittelpunkt des 
Ahnlichkeitskreises im Unendlichen liegt, -^ die inneren gemeinsamen Tan- 
genten haben im ersten resp. zweiten Falle die Längen 2y/c* — rj und 
2^c* + r] und markieren die Verschiedenheit der Distanzen, in denen die 
BerUhrung bei einfachen und bei zweifachen Hyperboloiden stattfindet; 
im ersten Falle sind die innern wie die äussern Tangenten reelle Durch- 
dringungsprojectionen und selbst reell, im zweiten sind sie imaginär, wie 
die Beröhrungsdurchdringungen der zweifachen Hyperboloide sein mtissen, 
Die Parabel der Spuren wird wie sonst durch die Ebene der Durch- 
dringungsparabel bestimmt, und hat daher C^ zum Brennpunkt, während 
die Directrix durch C^ geht; die Parabel der Wechselsehnen ist in den 
Mittelpunkt und den unendlich fernen Punkt der Centrale degeneriert, 
weil die Wechselsehnen offenhar theils Durchmesser des Kegelschnittes, theils 
Par allelen zur Centrale sind. 

Die Kreise Äi und ^2? den Äj, vertritt, haben keine reellen Ahn- 
lichkeitspunkte urid die Quadrate der Längen der gemeinsamen Tangenten 
sind complex, aber der Mittelpunkt des Ahnlichkeitskreises hat bei gleichen 
absoluten Werthen ihrer Radien die Abscisse o und sein Radius ist ic öder 
sein Symmetriekreis ist der durch C^ und C^ gehende Kreis aus ilf . Die* 
Mittelpunkts-Abscisse ist negativ för alle Hyperbeln und positiv ftir alle 
Ellipsen des Systems. Die an i?^ in A^ und B^ resp. vierpunktig be- 
rtthrenden Kegelschnitte entsprechen den reellen Distanzen y/(2c — r,)* + r\ 
und y/(2c + r j* + t\ und die Potenzlinie ist 2cx = — rj, geht also nicht 
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durch die Mitte der Centrale, sodass die von den Wechselsehnen umhUllte 
Parabel nicht degeneriert. Das System ist dem allgemeinen des Falles 
wesentlich analog. 

30. Mit dem Verschwinden von r^ gehen alle drei vorher betracli- 
teten Fälle in den Fall mit zwei Nullkreisen öder festen Brennpunkten 
6\, Cj und festem Mittelpunkt M (Fig. 13, 14) ti ber. Ftir jede Distanz 
d liefern die mit ihr um 6\, C^ beschriebenen Kreise Äu, ^^d ^Is ihre 
Potenzlinien mit Ä,, Äj resp. die zu (7,, Cj gehörigen Directrixen; för 
d < 2c liegen ihre Fusspunkte in der endliehen Strecke C^C^ und die 
entstehenden Kegelschnitte sind Hyperheln^ die sich aus der durch M ge- 
henden Potenzlinie {d = o) entfalten, die Hyperbeln der ersten Gruppe . 
des allgemeinen Falles reeller aussereinander liegender Kreise; die Hy- 
perbeln der zweiten und dritten Gruppe sind mit ihrer Grenze, der Pa- 
rabelj vereinigt, weil ti = t^ = 2c ist, und diese Parabel wird von der 
doppeltzahlenden Linie G^G^ gebildet, der Projection der Berulirungsdurch' 
dringung der beiden Kegelj för die die Directrixen durch die zugehörigen 
Brennpunkte gehen. Auf G^G^ ist zwischen diesen Punkten die Summe 
und- ausserhalb die Differenz der Radien Vectoren constant, auf den sämmt- 
lichen Hyperbeln die Differenz. Fttr alle d > 2c liegen die Directrixen 
ausserhalb G^G^ und die elUptiscJien Durchdringungen ganz innerhalb der 
Schicht, sodass in allén Ellipsen des Systems ringsum die Summe der 
Radien Vectoren constant ist; die Entfernung der Scheitel -4, B giebt diese 
Summe wie vorhin die Differenz, weil in dem Rechteck aus 45° Linien 
(vergl. § 10) ilfj(^)ilf2(5) der Horizontalabstand der Gegenecken (-4), (5) 
d. i. AB dem Verticalabstand der Gegenecken M^y M,^ öder d gleich ist. 
Das System schliesst mit dem unendlich grossen Kreise um M] die vier- 
punktig bertthrenden desselben sind mit den degenerierten und der Pa- 
rabel in der doppelt zählenden Centrale vereint. Die Wechselsehnen sind 
ent^v^eder Durchmesser aller Kegelschnitte des System öder der Centrale 
parallel aus denselben Grttnden wie vorher. För jeden Kegelschnitt des 
Systems ist auch das Verhältniss der Entfernungen seiner Punkte von 
einem Brennpunkte zu den Entfernungen derselben Punkte von der zu- 
gehörigen Directrix constant, der trigonometrischen Tangente des Neigungs- 
winkels a der Durchdringungsebene ^ur Tafel gleich, daher auch ft\r beide \ 

Paare von Brennpunkt und Directrix dasselbe und fttr alle Hyperbeln 
grösser, fttr alle Ellipsen kleiner als Eins; diese Constante soU hinfort die 
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nmnerische Excentricität e des Kegelschnittes genannt werden. Im Zu- 
gammenhange der Kegel mit den Hyperboloiden des FlächenböÄchels, und 
unter Rttckkehr zur Uhtersuchung eines Kegelschnittes als der Projection 
des endlichen Theiles der Grundcurve desselben, werden wir die Constante 
e in vielseitige Beziehungen treten sehen. Wir denken dazu eines der 
Hyperholoide des Buschels und die beiden Kegel desselben^ nehmen die Haupt- 
schnittebene von jenem als Tafel und setzen die Kegel als durch ihre 
Spurkreise 3Rj, 3Jl^ in dieser Tafel gegeben voraus; ihre Mittelpunkte 
mogen wie bisKer C^, C^ heissen, aber nach ihrer jetzigen verftnderten 
Bedeutung sollen ihre Radien durch v^, v^ utiterschieden werden — sie 
sind die Längen der Radien Vectoren der Kegelschnittpunkte P, P*, welche 
beide Kreise in ihren Schnittpunkten hervorbringen. Ist die Dnrchdringung 
hyperbolischy so liegen dann beide Kegelmittelpunkte Jf^, M^ auf der- 
selben Seite der Tafel und der Durchstosspunkt der Verbindungslinie 
derselben, der Mittelpunktslinie des Böschels (§ 4), also der Mittelpunkt 
desjenigen Hyperboloides in demselben, welches die Tafel zur Hauptebene 
hat, ist der äussere Ähnlichkeitspunkt E der beiden Kreise; ist dagegen 
die Durchdringung- elUptisch, so liegen die Kegelmittelpunkte auf ver- 
schiedenen Seiten der Tafel und der Durchstosspunkt ihrer Verbindungs- 
linie ist der innere Ähnlichkeitspunkt / der Kreise; in jenem Falle ist 
der aus E und in diesem Falle der aus / beschriebene Kreis des Btischels 
3Ki, 3K3 der Hauptkreis des Hyperboloides, zugleich immer der in den 
Punkten von den Vectoren v^, v^ doppelt bertihrende Kréis der vorigen 
Entwickelungen — der Potenzkreis der gegebenen Kreise aus den erstcn 
Arbeiten J. Steineu's. Er ist reell, wenn das Hyperboloid ein einfaches 
ist und imaginär, wenn ein zweifaches, also nach den 'in § 5 entwickelten 
Regeln; wenn die Kreise SDij, SDij sich schneiden, so sind beide Potenz- 
kreise reell d. h. Kehlkreise einfacher Hyperboloide imd in P, P* reell 
doppelt beröhrend; liegen die Kreise ausser einander, so ist der Potanz- 
kreis um E reell und ein Kehlkreis, aber nicht reell doppelt bertthrend, 
während der Potenzkreis um / der Scheitelkreis eines zweifachen Hyper- 
boloides öder Vertreter eines rein imaginären Kreises ist; und wenn der 
eine Kreis den andern umschliesst, ist der äussere Potenzkreis ein Scheitel- 
kreis und der innere ein Kehlkreis. Im ersten Fall, dem Falle reeller 
und reell doppelt bertthrender Potenzkreise, ist der Raduis r^ des äusseren 
die Normale der Hyperbel nach Lage und Grösse im tiblichen Sinn und 



t^ber dio DurchdriDgung gleiohseitigcr Rotationshyperboloide von parallelen Axen. 389 

der des andern r< die Lage und Grösse der Tången te derselben, beides 
fttr die Punkte P, P*; zugleich ist r< die Normale der Ellipse und r, die 
Tangente derselben in denselben beiden Punkten. Der orthogonale Schnitt 
der confocalen Kegelschnitte in einem Punktepaar und die Eigenschaft 
der Potenzkreise, die Winkel zwischen den Grundkreisen zu halbieren und 
desshalb einander rechtwinklig zu schneiden, sind äquivalent. (^) Im zweiten 
und dritten Falle sind E und / nur noch die reellen Schnittpunkte zu- 
sammengehöriger aber nicht reeller Paare von Tangenten und Normalen, 
ein Paar der Brennpunkts-Involution, 

31. Der erste Fall umfasst alle reellen Punkte des Kegelschnittes 
und mag nach einander för den Fall der Ellipse und för den der Hy- 
perbel, endlich in Verbindung för beide näher untersucht werden. Man 
hat (Fig. 13) C^C^ = 2C, AB = 2a = t;j + v^ die Hauptaxenlänge, und 
setze Cj/=ij, C^I = i^j IP = IP* = r^] dann ist der Neigungswinkel 
der Ebene der Durchdringungs-Ellipse zur Tafel gleich dem Winkel 
zwischen der Mittelpunktsgeraden M^M^ und den Axen der Kegel, beide 
haben das Verhaltniss c: a zur trig. Tangente, die numerische Excentricität 
der Ellipse. In der Figur der Umlegung der Kegelmantellinien aus der 
Axenebene, die diess zeigt, wenn man z. B. mittelst de» Parallelen M^C 
zur Centrale aus M^ {C ist der Schnittpunkt mit der Axe M^C^) durch 
Schnitt mit {A){B) die dem Brennpunkt C^ entsprechende Directrix be- 
stimmt, geben die ahnlichen rechtwinkligen Dreiecke M^M^Cy M^IC^, 
M^IGl als Verhaltnisse der Kåtheten 



woraus 



t^v^ = t^v.y i^ = -v^ = ev,y t, = -t;, = ev^ 



und somit 



il +i^=^.2a = 2C =-s{v^ + v^)y 



aber auch 



c* 



2. 



hh = -.^i^i, = « ^1^» 



(^) Fttr die systematischc Ableitung diescr Ictzteren Eigenschaft echc man § 64 
mciner Cyklographie, 
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folgt. Ferner ist die Potenz des inneren Alinlichkeitspunktes / öder das 
Radiusquadrat des inneren Potenzkreises 

_p^ = rj = lA^ . lA^ = {v, + e\)(t;, — i,) = v^v^ — ij^ 

wegen i^v^ = i^v^ und somit 

r? = v,v,{i —e') = v,v, —-^— = t,i, -—5— = t,t 



a' * * e" * 2 gt 



d. h. durch Einföhrung der kleinen Halbaxe mit 6^ = a* — c 



n 



2 b' . . 6* 



Dies sind die Relationen und man formuliert sie leicht zu den Sätzen, 
welche J. Steiner in der Abhandlung von 1847 J^ementare Lösung einer 
geometrischen Aufgabe und uber einige damit in Beziehung stehende Eigen- 
schaften (Crelle'8 Journal, Bd. 37, p. 161 — 192) gegeben hat; wir 
werden dieselbe weiterhin durch St. 1847 "^^* der pag. der Werke Bd. 
II citieren, hier als p. 393 f. 

Man erhält den Cos. des Winkels j^ zwischen der Normale und den 
Radien Vectoren ihres Fusspunktes als Hälfte des Winkels F im Dreieck 

O^PC^ nach der Regel cos- C = y "T ausgedrttckt durch 



co8-(t;p t;,) = cosr= v .^; ^= V^ — ITi "=="7=' 

a* 

öder durch Einsetzen von v^v^ "^n^? auch 

b' , 6* 

cos r = — öder r. cos r = — = p 
' aVi ' a ^ 

fttr ^ als den Halbparameter: Die Projection der Normale auf den Radius 
Vector ist dem Halbparameter, der Länge der Brennpunktsordinate, gleich, 
deren Product mit der grossen Halbaxe mit dem Quadrat der kleinen 
abereinstimmt. (St. 1847; P- 394> (h)) Ist;'' der entsprechende halbe 
Winkel der Radien Vectoren am Endpunkte P des zum Durchmesser 
MP=h^ von P conjugierten Durchmessers a^, so hat man wegen a^ = yjv^v^ 

a^ co^Y = b) ebenso b^ Qo^f = b 
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•und somit in Folge von 



«? + ft? = a' + J' und tgV = ^4^, tgV'=^ 



. , 1 4. j . a*— b* c* 

tg r + tg V = — n— = M 



C 



Fttr die Axenscheitel ist ig^f = o, ig^j' = j- (a. a. O. p. 396). Und in 
dem besonderen Falle 



J2 



tga = i/l öder s* = -, also b = Cy a = c 
erhält man 

hh = l^i^^ = ^1y r^cosr = p = ^y^y *gV + tg^r = ^ etc. 

32. Eine ganz analoge Entwickelung ergiebt sich fUr die Hyperhd. 
Die Hauptaxe (Fig. 14) AB!= 2a ist = v^ — v^; wir setzen C^E = e^y 

C^E = Cj, iJP = EP* = r^ und haben tga = - > i. Aus den wie vorher 

und fttr den gleichen Zweck gebildeten rechtwinkligen Dreiecken M^M^Cy 
M^EC^ und M^EC^ folgen dann als Verhältnisse der Kåtheten 

{v^ — v^):2c = a:c = i :e = v^ie^ = «;^ : g^ ; 
also 



e,v. 


- «»^'i» «i - -«'i - eVi' «2 - -»a - £'^« 


und somit 


. 




«i «« ä^*'' *'«) ^^ ®(*'i ^»)' 


aber auch 

/ 


f 




e,e, ^,v,v, s\v,. 



Sodann ist die Potenz des äusseren Ahnlichkeitspunktes E unserer Kreise 
öder das Radiusquadrat des Äusseren Potenzkreises 

p, = rl = EB, . EA, = {e, — v,){e^ + v^) = e^e^ — v^v^ 
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weil e^v^ = e^v^ ist und somit 



c* — a* e' — I c* — a* 



öder mit 6* = c^ — a' 

Diese und die entsprechende Formel in § 31 bilden die von St. 1852, 
p. 453 gegebene zweite Regel zur Bcstimmung der Axenlängen; die Formel 
zur Bestimmung der Distanz a. a. O. p. 454* ist der Ausdruck von 

tga=- mittelst der Distanz d und der Centraldistanz der doppelt be- 

röhrenden Kreise. 

Man erhält den Cos. des Winkels der Normale mit den Radien Vec- 
toren ihrer Fusspunkte als des halben Nebenwinkels zu dem Winkel bei 

P im Dreieck C^PC^ nach der Regel sin ^-C = i/^^^^ mit 



cos 



^ V 4^1 v, V VjV, yJV^V^ 



a* 2 



also durch Einsetzen von v^v^ =77 ^« 

cos;' = — öder auch r^ cosj* = — = p 

dem Halbparameter. Der Satz vom Halbparameter als Projection der 
Normale auf den Radius Vector ist durch seine Fassung als von der 
Grösse und Realität der Axen unabhängig und ftlr alle Kegelschnitte 
göltig charakterisiert. 

In dem besonderen Falle 

tga = yj2j e^ = 2 wird b^ = a^ und c = a^/J, 

also ■ — e's ist die gleichseitige Hyperbel — 

^1^2 = 2i;jt;3 = 2rJ; r, cos;'= c i/i 

(St. 1847; p. 397 f.). 
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r 

Die Normale ist das geoinetrische Mittel zwischen den Uadien Vec- 
toren und da auch der Halbmesser MP bei der gleichseitigen Hyperbel 
diesem geometrischen Mittel gleich ist, so sind fur die gleichseitige hy- 
perbel Normale und Raditis einander gleich — eine wesentliche Analogie 
derselben zum Kreis. 

33» Setzt man die Verhältnisszahlen vom Quadrat der Normale zum 
Produet der Abschnitte, in welehe sie die Brennpunkt-Distanz zerlegt — 
bei der Ellipse innerlich, bei der Hyperbel äusserlich — derselben Zahl 
g gleich, so hat man aus der Entwickelung fQr die Ellipse und aus der 
för die Hyperbel resp. 

o 92^ 22*1* 

s — I = qe% s = ; i — s' = qs , s 



und erhält fttr das Verhaltniss der Haupt^xen dieser Ellipse und Hy- 
perbel, weil dieselben durch — in beiden Fallen ausgedrtickt werdon 



V'l + q''yji —q] 

zugleich ist in beiden Curven das Quadrat der Nebenaxe, abgesehen vom 

Zeichen, nach demselben Verhältniss zu q proportional. Ist dann S ciner 

der Schnittpunkte dieser Kcgelschnitte, so hat man för die Quadrate seiner 

Normalen in beiden 

r^ ', ti i^ =^ r^ \ e^ e^ = q j 

. das Dreieck C^SC^ muss an der Ecke S rechtwinklig sein und der öber C^C^ 
als' Durchmesser beschriebene Kreis ist der Ort der Durchschnittspunkte 
der Paare von Kegelschnitten, welehe mit denselben Brennpunkten ge- 
bildet werden för alle möglichen Werthe des Verhältnisses zwischen dem 
Quadrat der Normale und dem Produet der von ihrem Fusspunkt in der 
Geraden zwischen jenen gebildeten Abschnitte. (St. 1847; P- 39^.) Man ist 
damit auch zu der Fragestellung geföhrt, von welcher Steiner in dieser 
Abhandlung ausgeht: 5)Aus der Spitze C eines Dreieckes -47?(7 nach einem 
Punkte D der Grundlinie eine Gerade CD zu ziehen, deren Quadrat zu 
den Abschnitten der Grundlinie AD. Bl) ein gegebenes Verhaltniss hat, 
wie m:n, Wenn die Grundlinie AB der Grösse und Lage nach gegeben 
ist, so soll die Grenzlage för die Spitze C gefunden werden, öber welehe 
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hinaus die vorige Forderung unmöglich wird.j^ Diese Grenze wird von 
den beiden Kegelschnitten der vorigen Betrachtung als den Enveloppen 
ihrér reell doppelt bertthrenden Kreise gebildet. (Vergl. besonders die II. 
AuflOs. a. a. O. p. 399 f.) 

34. Ftir die confocalen Kegelschnitte, welche sich in P, P* durch- 
schneideny ist die zugehörige Normale des einen zugleich die Tangente 
des andem; beide Gerade schneideh die Nebenaxe der Kegelschnitte, wir 
• wollen setzen (Fig. 15) in Punkten /* und E\ und geben dadurch in 
PV^ FE* die Radienlängen r* und r] doppelt berOhrender Kreise anderep . 
Gruppen för dieselben Kegelschnitte. Sie bringen dadurch mit den Axen 
ahnliche Dreiecke hervor, die zu einer FtlUe weiterer Relationen ffthren. 
Es ist 

AMir ^ AME*F^ APIE^ APET 



und somit die Proportionen-Kette • 

Ml: ir : VM = ME* : E*E: EM = PI: lE: EP = PE* : E*r : rP, 

aus deren durch das vorige bekannten Gliedern sich alle tibrigen aus- 
dröcken lassen. Wir wollen zur Abkörzung v^ +V2=2«, v^ — v^ = 2a' 
setzen und die Nebenaxen &, b' wie frtlher einfohren und haben dann 

MI= c—L = c~ , EM= c + e^ = c-,y PI= r< = - >JvJJä\^ = - Jv^^j 

I^=e, + »,=^, EP = r, = '-, v/v.r.(c' - a") = I, yfjy,. 
Daraus finden wir 



c* . .,.,, b' ,,-.-,. h ,,.„ c 



* 



Diese Relationen laden zu Verbindungen ein und liefern z. B. 

Fl. ir = ^t;,t', = v, = C, /. IC^ 
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und 



c' 



EP. EE' = ^,v^v, = c,e, = C\E.EC\ 



a"** ** * * 



— woraus auch PE .EE* xPI.IF = a^:a'^ folgt — und man gieht daniif, 
dass die Punkte P, /', 6\, C^ und wieder P, £**, Cj, C^ auf eineni und 
natarlich deniselben Kreise liegen. Daraus folgert man wieder die Ähn- 
lichkeiten 

AP/Cj - APC',z' - Ac;/2', APrc\ - APc;/ - A6\ ri, 

jund cbenso , ^ 

APis^c; - APcyr -- ac\ee\ apa^x; -^ apc\e^ ac^e'e, 

aué denen cntsprcchende Proportionenreihen hervorgehen, welche nun 
liefern z. B. 

und daraus 

rP:fc\ == a:c, E'P:ÉX\ = a':c, 

die erste Formel zur Bestimmung der Axenlängen in St. 1852; p. 453. 
Ferner 

IPiCJ' = c:a = C\r:PI\ EE*:C^E' = c:a' == C\E':PE'] 

P/: pr : //• = Ä» : a» : c% Pi': P£' : EE' = i" : a" : c'; 

Pir . 7i'iv* : P/* . ir = &" : ft", etc. 

Ebensö PE'.PE=v^v^ = PV .PI, (St. 1847; P- 395 Ws p. 397.) 

pr . ir = ^-^ , PE* . EE' = '-^ ; etc. 

För die gleicliseitige Hyperbel mit c = a' ^2 und die entsprecheiide El- 
lipse mit a =0^2 erhalt man aucii 

v,v.=-(rE' = IrP = -EE''==-PE\EE', PE:EE':E'P= 1:2:1; 
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resp. 



v,v, = c.r = -rF= 211' = rr.ir, 



PIilViVF == 1:1:2. 



Endlich, uin iiur noch cin Beispiel zu gebeii, wird 

PI: pr = h':a' und FE: PE' = h'': o!\ 

d. h. die Abschnitte der Normalen eines Kcgelschnittes voiii Fusspunkt 
bis zur Haupt- und Nebenaxe stehen zu cinander im Verhältniss der 
Quadrat<i der Neben- und Hauptaxe; öder irgend zwei Normalen z. B. 
PIV und Pilili eines Kegelschnittes tverclen durch dessen Axen ähnlich 
getheilt und sind ddlier mit diesen und der Séline zwischen ihren FusspunJcten 
Tangenten derselben Pmabeh Die Bert^hrungspunkte der Normalen mit 
den aus ihnen, den zugehörigen Tangenten und den Axen bestimmten 
Parabeln sind die zugehörigen Krimmungs-Centra des Kegelschnittes als 
Schnittpunkte jener Normalen mit den ihnen unendlich nahe benach- 
barten; etc. 

35. Fiir die vierpunktig herährenden Kreise in den Scheiteln der Haupt- 
axe ist 

pr = a resp. PE' = a' 

und 

t\v./= (a + c){a — c) resp. v^v,^ = (c + a')(c — a'); 

daher 

M1 = C'-^ 2. = -. resp. 31 E = c ' ' — — « 

Vj + v.^ a '- v^ — v, a 

Die zugehörigen Radien sind 



a = - und resp. - — a = 



'8 



a 



a 



a 



a 



(vcrgl. St. 1847; P- 40o); fOr die besondere Ellipse a = Cy/2 und die gleich- 

seitige Hy perbel c = a' y/2 haben beide denselben Werth -= • Stereomcr 

trisch sind sie immer die normal zu den Kegelaxen gemessenen Abstände 
der Scheitel {Ä) und [B) der Durchdringung von der Linie der Centra 
M^M^ im Flilchenbttschel. 
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Die zugehörigen Krummungsmittélpimkte liegen in den Abständen 

c' c' 

c und resp. - — c 

von den.Brennpunkten, bei der EUipse in dem endlichcn Segment zwischen 
ihnen, bei der Hyperbel ausserhalb desselben; sie begrenzen die Region 
der Mittelpunkte reeller und reell doppelt bertihrender Kreise, dieselbe 
bei der Ellipse einscHliessend und bei der Hyperbel ausschliessend. In den 
zwischen ihnen und den benachbarten Brennpunkten liegenden Strecken 
liegen die Mittelpunkte der imaginär doppelt bertihrenden reellen Kreise, 
die mit den Brennpunkten selbst als solchen vom Radius Null schliessen, 
Zugleich sind PV und PE^ resp. die Radien doppelt bertihrender 
Kreise der Ellipse und der Hyperbel aus Punkten ihrer Nehenaxen mit 
MV resp. ME* als den Abständcn ihrer Centra vom Mittelpunkte. Sind 
v^ und v^ fttr die Ellipse gleich a öder ist P der Scheitel der Nebenaxe, 
so erhält man fiir den zugehörigen Radius des vierpunktig berQhrenden 
Kreises und den Mittelpunktsabstand seines Mittelpunktes ^ 

pr == X u»id MV = "-' ; 

0,0 

bei der Hyperbel- ist im gleichen Falle 

PE-^"^ .und ME' =%. 

o o 

(Vergl. St. 1847; P* 400^ Damit sind die beiden Systeme doppelt be- 
rOhrender Kreise, welche wir frtther fanden, in ihren metrischen Bezie- 
h ungen hervorgetreten. 

Wir bemerken schliesslTch die durch die entwickelten Ausdrucke an- 
gezeigteu Relationen fttr die Ellipse und respective Hyperbel 

Ml . PI VI Ml 



a" _ 6"» "^ 6' "" ' ' a*' a* —h*~ ' ' 



ME PE PE ME 



a -f- b b a a + b 

Auch sie finden in einer darstellendgeometrischen Betrachtung mittelst 



\ 
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der Cyklographie, welche alle den Kegelschnitt bertthrenden Kreiso zu- 
sammen fasst, ihre anschauliche Erklärung; und ebenso die Relatio- 

nen, welche aus ihnen hervorgehen, wenn man die Zeichen der PI, PE, 

PVj PF/ in die entgegengesetzten verwandelt; ich verweise jedoch fftr 
dieselbe auf den iin Druck befindlichen Bd. II der 3. Aufl. meiner Dar- 
stell. Geometrie (§ 47). 

36. Bei der Ellipse ist unter den Kreisen aus Punkten der Haupt- 
axe der aus ihreni Mittelpunkt mit dem Radius b beschriebene der grösste, 
welcher die Nebenaxe zur Bertihrungssehne hat; je weiter der Mittelpunkt 
nach der einen öder andern Seite vom Bertlhrungspunkt absteht, desto 
kleiner werden Radius und Bertihrungssehne; mit dem Abstand c^:a ver- 
schwindet die letztere in der vierpunktigen Berfthrung, mit dem Abstand 
c in den Brennpunkten der Radius, wahrend die imaginär begrenzte Be- 
rtihrungssehne in der zugehörigen Directrix liegt. 

Unter den doppelt bertihrenden Ki^eisen aus Punkten der Nebenaxe 
ist der um M mit der halben Hauptaxe beschriebene, der die Hauptaxe 
zur Bertihrungssehne hat, der kleinste; von da gegen die Nebenaxenscheitel 
hin niramt der Radius der doppelt bertihrenden Kreise bis zu dem Werthe 
a^:b ftir die in den Scheitelr^ selbst vierpunktig bertihrenden zu und die 
Länge der Bertihrungssehne . bis Null ab. Diese Kreise umschliessen die 
Ellipse, die vorigen werden von ihr umschlossen. 

Im Falle der Hyperbél werden die Kreise aus Punkten der Haupt- 
axe von der Curve umschlossen und die beiden Beröhrungen eines jeden 
gehören demselben Aste an, während die aus Punkten der Nebenaxe die 
Curve ausschliessen und jeden ihrer Aste einpial bertihren. Die reellen 
doppelt bertihrenden Kreise aus der Hauptaxe haben ihre Mittelpunkte 
in den unbegrenzten Strecken ausserhalb der Brennpunkte, in diesen mit 
dem Radius Null und imaginftrer Bertihrung in dér zugehörigen Directrix 
beginnend, die reelle Bertihrung im Scheitel mit der Sehnenlänge Null 
ftir den Radius c'^:a'y und mit von da aus wachsenden Sehnen und Radien 
stets reell bertihrend. In der Nebenaxe ist jeder Punkt der Mittelpunkt 
eines reellen und reell doppelt beröhrenden Kreises, M ftir den mit dem 
kleinsten Radius a'. 

Im Falle der Parabel sind ihre Tangenten als die im endlichen Raum 
liegenden Theile der doppelt bertihrenden Kreise aus den Punkten der 
Nebenaxe anzusehen, der unendlich ferne Punkt der zugehörigen Normale 
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als der zugehörige Mittolpunkt, die unendlich ferne Gerade der Tafel 
immer als der andere Theil. Die reellen Kreise aus den Punkten der 
Hauptaxe beginnen mit dem Radius Null för den Brennpunkt bei iraagi- 
närer Doppelbertlhrung in der Directrix, die reelle Doppelberöhrung tritt 
ein mit der vierpunktigen itn Scheitel. Und da bei der parabolischen 
Durchdringung die Ebene der Parabel den einen der gleichseitigen Rota- 
tionskegel des Flächenbtlschels vertritt und die zu ihrer Falllinie gegen 
die Tafel durch die Spitze M des anderen gehende Parallele, d. h. die 
eine Umrisslinie des Kegels, die Mittelpunktsgerade des Btischels ist, so 
ist der Radius r des Potenzkreises immer diejenige Sehne in dem mit 
dem Radius Vector CP um den Brennpunkt beschriebenen Kreise^ welche 
von P naeh seinem Durchmesserendpunkt auf der dem Scheitel A ent- 
gegengesetzten Seite geht; ftlr den Scheitel A selbst ist sie also eben diesem 
Durchmesser gleich öder gleich 2AC. 

Dass nun damit auch die Vertheilung der Mittelpunkte der rein imagi- 
nftren doppelt beröhrenden Kreise gezeichnet ist, ist klar; ihre Radien- 
quadrate und damit ihre Symmetriekreise erhalten wir ebenso aus den 
vorher entwickeltén metrischen Relationen, wie construierend nach dem 
Frtiheren als die Scheitelkreise der zu den betreffenden Lagen der Tafel 
gehörigen centrischen zweifachen Hyperboloide. 



Schluss* 

37. In Bezug auf die AUgenxeinheit und Vollständigkeit der erlangten 
Resultate bleibt noch Einiges hinzuzuftigen, was wir ankntlpfen können 
an die Aufgabe des § .9, von der ConstrucMon der Kegélschnitte aus einem 
doppelt beruhrenden Kreis und drei Punkten. Wir bemerken, dass die ge- 
gebene Lösung mit ihrer durch das Spätere erhaltenen Erweiterung auf 
rein imaginäre Kreise wesentlich identisch ist mit der allgemeinen pro- 
jectivischen Lösung der Aufgabe: Zu einem eventuell durch sein Polar- 
system vertretenen Kegelschnitt fl die doppelt bertlhrenden Kegélschnitte 
durch drei' Punkte i, 2, 3 zu finden. Denn zur Lösung der letzteren 
hat man auf den Geraden 12 und 23 die dem Kegelschnitt ensprechenden 
Involutionen harmonischer Pole zu bestimmen und ihre zu i, 2 resp.. 2, 
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3 harmonisch conjuglerteu Paaré X, Xj und F, Y^ anzugeben, dcren 
Verbindungslinien XYy X^Y, XY^, ^i^\ ^^^ vier Sehnen der Doppel- 
berlihrung zwischen dem gegebenen Kegelschnitt und den gesuchten Ke- 
gelschnitten sind. Und die beiden Ahnlichkeitspunkte der Kreise, die um 
zwei Punkte i, 2 orthogonal zu einem gegebenen Kreise ^ bescjirieben ' 
werden (§ 9) sind in der That dasjenige Paar in der Involution harmo- 
nischer Pole von Ä auf der Geraden 12, welches durch i, 2 harmonisch 
getrennt wird. Nattirlich liefert nun die dual entsprechende Construction 
auch die Bestimmung der Kegelschnitte zu drei Tangenten und einem 
doppelt beröhrenden Kegelschnitt. 

Verlangt man dann die Kegdschnitte durch zwei Punkte i, 2, rfte 
einen gegebenen Kegelschnitt Ä döppdt beruhren, so erhellt aus der vorigen 
Construction, dass dieselben sich in zwei Systeme theilen werden. Wenn 
wir wieder durch X, Xj das zu i, 2 harmonisch conjugierte Paar der 
Involution harmonischer Pole von Ä auf der Geraden 12 bezeichnen, so 
ist jede Gerade des Böschels um X und wieder jede Gerade des Btlschels 
um Xj Bertlhrungssehne von ff mit einem Kegelsclinitte, der den Bedin- 
gungen entspricht. Ftlr i und 2 • als die unendlich fernen imaginären 
Kreispunkte sind X, X^ die Richtungen der Axen des Kegelschnittes Ä, 
d. h. die Bertihrungssehnen eines Kegelschnittes mit doppelt beröhrenden 
Krcisen laufen seinen Axen parallel. • , 

Die der allgemeinen dual entsprechende Construction -bestimmt die 
Kegelschnitte zu zwei Tangenters, die einen gegebenen doppelt beriihren, 

Wir schliessen daraus aber weiter, dass sich diejenigen Kegelschnitte, 
^élche zwei gegebene- doppelt beriihren, in drei Systeme theilen werden, tvélche 
sich auf die Ecken des gemeinsamen Tripels hurmonischer Pole der gegebenen 
Kegelschnitte beziehen, Unsere darstellendgeometrische Entwickelung hat 
in § 16 f. ftlr den Fall zweier Kreise ein solches System voUkommen 
erläutert, und es bleibt jetzt ttbrig, die Kenntniss der beiden andern 
Systeme zu begrttnden. Dann wird man auch die drei Paare von Kegel- 
schnitten construieren können, die durch einen Punkt gehen und zwei ge- 
gebene doppelt berfthren; etc. Wenn man erinnert, dass durch jede Ecke 
des gemeinsamen Tripels harmonischer Pole von zwei Kegelschnitten zwei 
Verbindungslinien ihrer vier gemeinsamen Punkte gehen, und in jeder 
Seite dcsselbcn Tripels zwei Schnittpunkte ihrer vier gemeinsamen Tan- 
genten licgen, welchc je durch die beiden andern Eckcn harmonisch ge- 
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trennt werden, so sieht man, dass för zwei Kreise derselben Ebene die 
Centrale eine Seite x und die Richtung ihrer Normalen eine Ecke X — 
die gegentiberliegende — des gemeinsamen Tripels ist, und erkennt, dass 
das in § i6 f. entwickelte System das auf X und x bezögliche Theil- 
system des gesammten ist. Die Potenzlinie Und die unendlich entfernte 
Gerade sind die beiden durch X gehenden Sehnen, die beiden Ahnlich- 
keitspunkte die Schnittpunkte der gemeinsamen Tangentenpaare in x. Die 
Paare der Berlihrungssehnen seiner Kegelschnitte mit beiden Kreisen gehen 
durch X und bilden eine Involution, welche die von X ausgehenden ge- 
meinsamen Sehnen beider Kreise zu Doppelstrahlen hat — speciell, weil 
der eine Doppelstrahl unendlich fern ist, eine symmetrische Involution 
mit dem andern Doppelstrahl als Symmetrieaxe. (§ 12.) 

38. Die beiden anderen Ecken des gemeinsamen Tripels V und W 
liegen also in der Centrale und bilden dort das gemeinsame Paar der 
durch beide Kreise in ihr bestimmten Involutionen harmonischer Pole, 
zugleich auch das zur Potenzlinie symmetrische Paar, welches durch die 
Ahnlichkeitspunkte harmonisch getrennt wird; die tlbrigen Seiten Wy v 
des gemeinsamen Tripels sind die Verbindungslinien von X mit V und 
W öder die in V und W auf der Centrale errichteten Perpendikel. 

Als gemeinsames Paar der Involutionen harmonischer Pole in Xy 
welche durch ihre Doppelpunkte resp. symmetrischen Paare A^j B^ und 
A^y B^ bestimmt sind — jenes ftir reelle, dieses fttr rein imaginäre Kreise 
— sind V und W stets reell, so länge nicht die Kreise reell sind und 
sich schneiden, öder die Doppelpunktstrecken A^B^ und A^B^ beider In- 
volutionen sich trennen; in diesem Falle des § 18 sind sie imaginär. In 
den Fallen der ausschliessenden öder umschliessenden Bertthrung der 
Kreise fallen sie mit eiliander und mit B^A^ resp. B^B^ zusammen, na- 
törlich zugleich auch Vj tv mit der Potenzlinie. Nach denselben Eigen- 
schaften sind V und W auch die Grenzpunkte des Biischels der Kreise 
Äp ^2 öder die Grundpunkte des zu ihm conjugierten Bttschels, d. h. 
die gemeinsamen Punkte der vier Kreise, welche man aus den Schnitt- 
punkten der gemeinsamen Tangenten mit der Potenzlinie mit je der halben 
Länge der bezöglichen Tangenten t,y t^ beschreiben känn, odef des Ortho- 
gonalkpeises beider gegebenen aus dem Fusspunkte der Potenzlinie in der 
Centrale. (Fig. 1 6.) 

Durch diese Punkte V und W gehen die beiden Paare von imaginä- 

Åda mathetiuUica. 5. Imprimé 1 Noremhre 188A. 51 
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ren gemeinsamen Sehnen der gegebenen Kreise Ä^, Ä,, welche ihre Schnitt- 
punkte im Endliehen mit den imaginären Kreispunkten im Unendlichen 
verbinden; dieselben sind die Doppelstrahlen der Involutionen von Paaren 
von Beröhrungssehnen, welche den V resp. W ebenso, wie das bisher be- 
trachtete System X, zugeordneten Äi und Ä^ doppelt bertthrenden Kegel- 
schnitten zukommen, und diese Involutionen sind daher Involutionen rechter 
Winkel. Da nun von den Axen eines solchen Kegelschnittes, gleich viel pb 
er dem System V öder dem System W angehört, immer die eine durch den 
Mittelpunkt C^ des ersten und die andere durch den Mittelpunkt C^ des 
zweiten Kreises gehen muss, und dazu beide den Strahlen eines Paares der 
beztiglichen Involution der Bertlhrungssehnen um V öder W parallel sein 
mtlssen, so ist der Ort der Mittdpunkte fur die Kegdschnitte der Systeme 
V und W der tiber der ^Centrde C^C^ als Durchmesser beschriebene Kreis; 
und zwar ist jeder Punkt dieses Kreises der Mittelpunkt fOr zwei Kegel- 
schnitte, einen des Systeras V und einen des Systems W. 

So wie die Centrale als Mittelpunktsort durch die Mittelpunkte (7^ C, 
und die Ahnlichkeitspunkte 7, E als Mittelpunkte der dem System X 
angehörigen degenerierten Kegelschnitte hindurchgeht, so auch der Mittel- 
punkte-Kreis der Systeme F, W, Die gemeinsamen Tangenten der Kreise 
zählen zum System V und zum System TV wie zu dem X; die vier 
Schnittpunkte E„y I„ und JEJ,, J„, die sic ausser den Ähnlichkeitspunkten 
E und / öder E^ und I^ mit einander bilden, liegen daher auf dem aus 
M durch C^ und C^ beschriebenen Kreis, wie wir aus § 1 1 schon wissen. 
Derselbe schneidet sie aus den Geraden v resp. w heraus und zwar 
sind för zwei rein imaginare Kreise alle diese vier Punkte nicht reell, 
för einen reellen und einen rein imaginären Kreis liegen in dem ersten 
zwei reelle Punkte T^^j T^„j während die beiden anderen imaginär 8ind.(^) 
Nach dem Schluss von § 29 ist jener Kreis im Falle gleicher Radien 
der Symmetriekreis des Ahnlichkeitskreises. Die zugehörigen Axen, d. h. 
die Halbierungslinien der von den Tangenten ini Schnittpunkt jeweilig 
gebildeten Winkel, gehen durch C^ und C^ resp.; die Beröhrungssehnen 
jedes Paares an beiden Kreisen gehen durch V öder W und schneiden 

C) Es mag nebenbei angemerkt werden, dass Titf., T^a zugleicb die Fusspunktc der 
Focalstrahlcn flir denjenigen sohiefen Kreiskegcl sind, der den reellen Kreis zur Spur in 
der Tafel und den durch den Symmetriekreis des rein imaginären Kreises cyklographisoh 
bestimmten Punkt des Raumcs zum Mittelpunkt öder zur Spitze hat. 
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sich dort rechtwinklig; diejenigen von zwei complementären Paaren wie 
F„y I„ und wieder E^, I^ der gemeinsamen Tangenten bilden zwei Recht- 
winkelpaare in W resp. in V, die von den vier nicht complementären 
Paaren E„, JEJ/, E„j /,; i„, JEJ/, I„, I^ immer -ein Rechtwinkelpaar in V 
und eines in W. Die Geraden tv und v des Tripels sind die durch Fund 
W gehenden Verbindungsgeraden ihrer compleraentftren Schnittpunktepaare. 

Und so wie der Ort der Brennpunkte des dem unendlich fernen Pol 
X und der Centrale x als Polare zugeordneten Systems aus zwei Kreisen 
besteht, die durch die beiden Gegenecken 7^, E^ des Vierseits der ge- 
meinsamen Tangenten der Grundkreise gehen, indem sie einander ortho- 
gonal schneiden, wesshalb dann der endliche Theil des einen in ihre Po- 
tenzlinie Ij^Ej, selbst ttbergeht, so wird der Ort der Brennpunkte des 
Systems mit dem Pol W und der Polare VX öder w von zwei Kreisen aus 
Cj und resp. C^ gebildert, welche einander in den Schnittpunkten E„ und 
J^ orthogonal durchschneiden; und der Ort der Brennpunkte des Systems 
mit dem Pol V und der Polare v von zwei Kreisen aus C^, C^, welche 
sich in E„ und /„ orthogonal schneiden. Es sind Kreise aus 6\, 6^, weil 
die Linien nach den Mittelpunkten aus ihren Schnitten, ebenso wie bei 
E^j 7p die Linien E^I^ und E^X resp. i,X, die Axen orthogonaler Sym- 
metrie fttr die gemeinsamen Tangenten bilden mftssen. (Vergl. St. 1852; 
p. 465.) 

39. Weil diese Erweiterungen sich ans dem Vorhergehenden leicht 
ergeben und von Steiner in der citierten Abhandlung ausftihrlich an- 
gegeben, endlich in der damit verbundenen Arbeit Allgemeine Betrach- 
tungen uher einander doppélt heriihrende Kegelschnitte (Werke II, p. 471 f.) 
auch auf den projectivisch allgemeinen Fall doppelt beröhrter Kegel- 
schnitte ttbertragen worden sind, so dOrfen wir hier abbrechen, ohne zu 
ftbersehen, dass dieser allinählige Fortschritt zur projectivischen Allgemein- 
heit und die Erreichung dieser letzteren ganz im Geiste der Methode liegen. 

Steiner ist auch von der Bestimmung des Kegelschnittes, der drei gege- 
bene Kreise von einerlei Centrale doppelt bertihrt (Werke II, p. 461) (^), also 



(') Die Correctur der STfiiNER^schen Formeln, die offenbar schon dimensorisch falsch 
sind, in Bd. II, p. 7^0 hat falsche ZahlencoefQcienten ; man hat in den Nennern rechts 
die 2 durch 4 zu ersetzen und auch das erste Glied in der Klämmer mit dem Goefficienten 
4 statt 2 zu schreiben. Ftlr dj , d, , d^ als die auf die Kreispaare if, , if, ; fiPj , Ä^ ; 
if , , ^i respective bezUglichen Distanzsummen und mit JfjJtf,= c,, if^Jfj^Cj, 3f,3fj = c. 



404 Wilh. Fiedler. 

in uiiserem Sinne der Projection der Durchdringung von drei Hyper- 
boloiden dessclben Böschcls mit gegebenen Kehlkreisprojectionon weiter- 
gegangen zur Aufstellung der Lagen-Relationen, welclie drei Kegelschnitte 
derselben Ebene erfttUen inttssen, damit sie von einem vierten Kegelschnitt 
je doppelt beröhrt werden; vergleiche in der ersten Abhandlung Werke 
II, p. 415 f. und in der zweiten ibid. p. 481 f. 

Wir mössen aber noch an eine darstéHendgeometrisclie Behafiålungs- 
weise der Frage erinnern, welche Steineu in der Abhandlung von 1847 
neben der planimetrischen und als sie ergänzend selbst angegeben hat 
Man denke eine Kugel aus einem Punkte der Tafel als Mittelpunkt und 
den ihr umgeschriebenen Bertihrungscylinder von gegcbener Richtung der 
Mantellinien L^ ; seine Spurcurve © in der Tafel ist eine Ellipse, die nach 
der Richtung Z«, gebildete Parallelprojection desjenigen Hauptkreises der 
Kugel, welcher in der zu dieser Richtung normalen Diametralebene S 
liegt. Jede durch den zur Tafel normalen Durchmesser, wir woUen sägen 
die Axe der Kugel, gehende Ebene schneidet die Kugel in einem Meridian- 
Kreis 3)i, der in zwei Punkten durch die Ebene % hindurchgeht, die die 
Endpunkte eines Durchmessers im Bertihrungskreise % selbst sind und 
daher als Endpunkte eines Durchmessers von © projiciert werden. Be- 
trachten wir dann das System der zur Tafel parallelen Querschnitte öder 
der Parallelkreise 5p der Kugel, so schneidet jeder den Bertthrungskreis 

folgCQ aus der Identität der DarcbdriDgUDgen der bezUglichen drei Paare vod Hyperboloidcn 
die BestimmuDgen 

dj=-^5f, d\^-^-S, dl = -^8 öder d? ""''^ 



C^C^ CjCj CjCj ^i^i^3 

mit 

o = CiC^C^ -j- Cjl*i "T" C2^<g "T" 031*3. 

Man hat daher auch immer 

1 1 =0. 

Cj Cj C3 

Die Grösse S liefcrt durch ihr YerschwindeD die Relation der Eadien und Centraldistanzen 
fUr drei Kreise desselben BUschels (der Kehlkreise als in cincrlei Ebene, weil di gleich 
Null wird) 

^1 fl ^3 

^2^3 ^3^1 ^1*^» 

welche von yielfältigem Gebrauch ist. Die Proportionalität der c^ und di ist der Ausdruck 
fUr die Lago der Mittelpunkte der Flächen in einer Geraden. 
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des Cylinders in zwei Punkten, welche zwischen zwei Grenzlagen ^^ und 

5P„ der Ebene 5p ■ — einer obersten und einer untersten in den Abstönden 

rcosA von der Tafel fttr r als den Radius der Kugel und X als den 

Neigungswinkel der Mantellinien des Cylinders zur Tafel ^oder der Ebene 

der Beriihrungseurve ^ zu ihren Normalen — reell und verschieden sind 

und in dieseh selbst zusammenfallen; auch schneiden sie alle jede Me- 

ridianebene 3)1 in einein System paralleler Durchmesser, die ihre End- 

punkte im zugehörigen Meridian haben und in unsercr Projection auf der 

Tafel in wahrer Grösse erscheinen. 
* 

Die Projection der hiermit entsprungenen Elements auf der Kugel- 
fläche nacii der Richtung L^ auf die Tafel (Fig. 17) giebt uns als Bild 
des Kreises % die Ellipse © mit der Projection der Axe der Kugel als 
Hauptaxe; die Projectionen der Parallelkreise 5p sind ihnen gleiche Kreise 
aus den Bildern ihrer Mittelpunkte in der Axe als Mittelpunkten, welche 
"die Ellipse © in den Projectionen der zwei Punkte berfihren, die 5|} mit 
2; gemcin hat; also reell doppelt fttr Parallelkreise innerhalb jener Grenzen, 
vierpunktig in den Hauptaxenscheiteln ftlr die Grenzen selbst und imagi- 
när doppelt fttr die von der Tafel weiter entfernten Lagen. Bis zur Di- 
stanz r haben wir Kreise von reellem bis NuU abnehmendem Radius, 
sodass die Endpunkte des in der Axe der Kugel gelegenen Durchmessers 
die Brennpunkte der Ellipse © liefem ; darttber hinaus endlich rein imagi- 
näre doppelt bertihrende Kreise, welche auch voUkommen bestimmt sind. 
Die Meridiane 3Ji der Kugel mit einziger Ausnahme des die Richtung L^ 
enthaltenden, der als gerade Strecke in der Axe von © erscheint, werden 
als ein System von Ellipsen projiciert, die man erhalt, indem man die 
Bilder der ihnen angehörigen Systeme paralleler Durchmesser projiciert, 
d. h. als Örte der Endp\inkte der Durchmesser von der Richtung 9Ji5p in 
allén Parallelkreisbildern öder in allén den doppelt bertihrenden Kreisen 
von ©; sie bertthren © in den Bildern der Punkte, welche der bezttgliche 
Meridian SDi mit dem Bertthrungskreise 2; auf der Fläche gemein hat, und 
diese werden nach den Regeln der darstellenden Geometrie leicht ermittelt. 
Sie sind die Projectionen der Endpunkte des den Ebenen 2; und 3R ge- 
meinsamen Kugeldurchmessers nach der Richtung L^ auf die Tafel. (Fig. 
17; 2i und 2^3.) Es ist evident, dass alle diese Kegelschnitte die Brenn- 
punkte von © als Projectionen der Pole der Kugel zu Endpunkten eines 
gemeinsamen Durchmessers haben und paarweis symmetrisch zu ihm 
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liegen nach der Symmetrie der Meridiane in Paaren zu dem die Richtung 
L^ enthaltendén; man hebt dam it unter ihnen die Projection des zur 
Richtung L^ normalen Meridians hervor, der zu sich selbst symmetrisch 
ist, die Brennpunkte von © zu Scheiteln hat und © in den Scheiteln der 
Nebenaxe beriihrt. 

För den interessanten Gebrauch, der sich von diesen Ergebnissen 
machen lässt, verweisen wir auf St. 1847; P- 4^^ — 4^5* Steiner hat 
natttrlich bemerkt, dass die vorigen Betrachtungen för die Rotationsflächen 
zweiten Grades mit zur Tafel normalen Axen ebenso gelten, wie för die 
Kugel, wenn auch die Curve der Berlihrung zwischen Fläche und Cylinder 
und die Meridiane der Flache nicht mehr Kreise sondern Ellipsen öder 
Hyperbeln sind; er erwahnt p. 403 der Ellipsoide und der zweifachén 
Rotationshyperboloide, aufFallender und schwer begreiflicher Weise aber 
nicht der einfachen Rotationshyperboloide. Hatte er dadurch um so mehr 
die Aufmerksamkeit auf diese lenken wollen? 

40. Gewiss känn die hier entwickelte Anschauung der zuletzt skizz- 
ierten gegenöber als umfassender und als mehr organisch bezeichnet 
werden; sie hat uns alle in den Abhandlungen von 1847 und 1852 
niedergelegten Resultate und nicht nur einen Theil derselbön geliefert, 
nach einheitlicher Methode bewiesen und in ein Ganzes geordnet, mit 
Hinzufttgung einer ziemlichen Reihe von Zwischengliedern und Ergänzun- 
gen. Die Aufeinanderfolge der Resultate hat dabei erhebliche Modifica- 
tionen erfahren mQssen, wenn auch im Ganzen die §§ 7 bis 22 wesentlich 
die Arbeit von 1852 und die §§31 bis 35 die von 1847 reconstruieren. 
Natttrlich fehlt bei Steiner die Parabel der Spuren der Durchdringungs- 
ebenen in der Axenebene (§ 12) und ihre Beziehung zur Scheitel- und 
Brennpunktsbestimmung der Durchdringungsprojection ganz, die ein wesent- 
lichcs Glied in unserer Gesammtentwickelung ist. Die aus ihrer Ver- 
bindimg mit der Meridianhyperbel des ruhenden Hyperboloides in den 
§§ 7 f. hervorgehende Curve der Kegelspitzen giebt Anlass zu einer in- 
teressanten projectivischen Curvenerzeugung aus zwei Kegelschnitten. Die 
Paare der Schnittpunkte des einen mit den Tangenten des andern werden 
mit zwei festen Punkten seiner Peripherie durch gerade Linien verbunden; 
die Curve ist der Ort der Punkt-equadrupel, in welchen diese letzteren 
Geraden sich schneiden. 

In Bezug auf die sonstige Tragweite der entwickelten Anschauung 
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erlaube ich mir, auf einige meiner frtiheren Veröffentlich ungen zu verwei- 
sen. Ich habe aus ihr in der Cyklographie die constructive Thcorie der Kreis- 
btischel und Kreisnetze, die Methode der reciproken Radien und die 
Lösungen der Probleme tiber den Winkelschnitt der Kreise in der Ebene, 
der Kugeln im Raum und der Kreise auf der Kugel entwickelt — letz- 
teres das Programm des von Steiner 1826 als druckfertig angekilndigten 
nun verschwundenen Manuscriptes von 25 — 30 Bogen; ich habe dort auch 
als naher ailsgeföhrte Beispiele die Auflösung des ersten STEiNEu'schen 
Schliessungsproblems von der Figur des Pappus ttber den Ring einander 
beröhrender Kreise, welche zwei Kreise bertthren (vergl. Werke I, p. 
42 f., p. 59, p. 135 f.), in den §§ 167 bis 169 und die Discussion der 
vollständigen Figur des FEUERBACn'schen Kreises ira Dreieck in §§ 178 
bis 187 mit einer Menge neuer Resultate gegeben; und ich habe in der 
Abhandlung Zur Geschichte und Theorie der elementaren ÄbbUdungsmethoden 
in Bd. 27 der Vierteljahrsschrift der Naturforsch. Gesellschaft 
in Ztirich Gelegenheit genommen, zu zeigen, dass jene stereometrische 
BehandluHg der Feueubach schen Figur zu den STEiNER^schen Sätzen von 
der Hypocycloide mit drei Spitzeri föhrt, welche im Jahre 1856 in der 
Akademie von Berlin und im 53 Bd. von Borciiardt's Journal mitge- 
theilt sind. (Werke II, p. 641 f.) Man sieht, dass die Anwendungs- 
sphäre der Methode ziemlich ausgedehnt ist und dass sie zu manchen der 
resultatreichen und meist ohne Beweise gegebenen SxEiNER^schen Veröf- 
fentlichungen als ein Wegweiser dieuen känn. Es war in diesem Gedan- 
ken, dass ich am Schlusse der Vorrede zur Cyklographie auch auf die 
beiden grossen Abhandlungen von 1847 ^^^ 1852 hinwiess. 

Ich habe mich a. a. O. offen dazu bekannt, dass ich länge Zeit 
glaubte, meine Methode sei die des SxEiNER^schen Manuscriptes von 1826 
(vergl. Werke I, p. 21); die Stellung der beiden genannten Abhandlungen 
zu meiner Methode crschien mir als ein Hauptgrund för diese Ansicht, 
und zwar nicht nur desshalb, weil die merkwttrdigen Resultate sich so 
anschaulich aus derselben entwickeln liessen, sondern noch aus dem an- 
dern Grunde, dass sich bei dieser Entwickelung elementare, darstellend- 
geometrische, cyklographische und projectivische Methoden so eng verbunden 
zeigen. Mir schienen von da aus Steiner's Verhalten in der Sache imd 
seine Ausserungen zu derselben die rechte Beleuchtung zu empfangen. Er 
hatte gewiss 1826 die baldige Veröflfentlichung der Schrift ttber die Kreise 
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und Kugeln vor — wie er sagt, als Anfang zur Veröffentlichurig seiner geo- 
metrischen Untersuchungen, die sich noch alle Tage erweiterten und aus- 
dehnten. Er modificierte dann diese Absicht unter dem Eindruck und 
Zwang des fortwährenden Wachsens des eröfFneten Untersuchungsgebietes 
und sprach sich dartiber in dem classischen Vorwort zur Systematischen 
Entwickelimg etc .von 1832 aus. Jenes Manuscript soUte den zweiten und 
letzten supplementären (vergl. Werke I, p. 235) Thcil eines Gesammt- 
werkes bilden, welches aus fttnf Haupttheilen bestehend cine projectivische 
Geometrie enthalten sollte; und die Systemat. Frntwickélung ist der erste 
Theil davon. Das Manuscript von 1826 sollte zuletzt erscheinen, »da 
mehrere darin enthaltene Betrachtungen nur besondere Fälle von solchen 
sind, welche in den erstgenannten fönf Theilen vorkommen, und wie- 
derum einige fCir Kreise und Kugeln selbständig entwickelte Sätze sich 
unmittelbar auf bestimmte Systeme von Curven und Flachen zweiten 
Grades ttbertragen lassen, wie solches in jenen ftlnf Theilen nachgewieson 
wird.» Die Abhandlung von 1852 ist ein lehrreiches Beispiel dieser Ver- 
bindung und dasselbe ist durch die AUgemeine Betrachtnng iiber einander 
doppdt heruhrende Kegélsclmitte (Werke II, p. 471 — 483) vervollständigt 
worden. Dass der grosse Gesammtplan von 1832 nicht zur Ausfuhrung 
kommen wtlrde, war wohl schon bei Veröffentlichung der Abhandlung von 
1847 wahrscheinlich; und Steineu gab hier statt einer rein planimetrischen 
Entwickelung ein Beispiel von der Kraft der darstellendgeometri^chen Me- 
thode in der Bemerkung Werke II, p. 402 f. und der däran anknttpfenden 
Ausftthrung ibid. p. 406 bis 415. Zudera spridit vieles daffir, dass die 
beiden genannten Abhandlungen Auszftge der merkwiirdigsten Resiiltate 
aus einem vorliegenden grösseren Ganzen bilden, wenn schon wir ttber 
dieses Ganze keine directe Kenntniss haben. Ich habe auch die Abhängig- 
keit des Ahnlichkeitskreises jmd der von den Wechselsehnen der Kreise um- 
höllten Parabel ihrer Schaar (§ 15) als sehr speciellen Fall einer dar- 
stellendgeometrischen Entwickelung erknnnt und nachgewiesen — vergl. die 
vorläufige Mittheilung in Bd. 28 der Vicrteljahrsschrift der Natur- 
forsch. Gesellschaft in ZUrich p. 289 f. — und raache schliesslich 
noch aufmerksam auf die einfachen UbergRnge vom Reellen zum Imagi- 
nären in den entwickelten Constructionen. Habe ich ihnen zu viel Credit 
gegeben, wenn ich fOr möglich hielt, dass sie in Steixeh's Bewältigung 
des Imaginären in der Geometrie eine Stelle gehabt hatten? 
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Begre, O., Note sur les complexes qua- 
dratiques dont la surface singuliére est une 
surface du 2:e degré double. 

Mathem. Ann. 28, 1884, 235 — 243. 

Begre, C, et Loria, G., Sur les diffé- 
rentes espéces de complexes du 2:e degré 
des droites qui coupent harmoniquement 
deux surfaces du second ordre. 

Mathem. Ann. 23, 1884, 213 — 234. 

Slawyk, R., Ueber Reihen harmonischer 
Mittelpuncte vom zweiten Grade. 

Zeitschr. f. Mathem. 29, 1884; Supplem. i — 37. 

Bonine, K., Sur la généralisation d'une 
formule d'Abel. 

I Acta Mathem. 4, 1884, 171 — 176* 

Bparre, Cte de, Sur Téquation 

Acta Mathem. 8, 1884, 105—140, 289—321. 



Bteen, A., Note sur certaines équations 
difTérentielles linéaires. 

Acta Mathem. 8, 1884, 277—282. 

Stolts, O., Uebor einen zu einer unend- 

lichen Punktmenge gehörigen Grenzwerth. 
Mathem. Ann. 28, 1884, 152 — 156. ' 

Sylvester, J. J., On the tree laws of 
motion in the world of universal algebra. 

Baltimore, Hopkins univ., Circulars 8:28, 1884, 
33--35- 

Sylvester, J. J., Sur les quantités for- 

mant un groupe de nonions analogues aux 

quaternions de Hamilton. 

Paris, Acad. d. se., Comptes rendas 98, 1 884, 
273—276, 471—475. 

Sylvester, J. J., Sur une note récente 
de M. D. André. 

Paris, Acåd. d. se, Comptes rendus 98, 1884, 
550-55'- 

Tannery, P,, Pour Ihistoire des lignes 
et surfaces courbes dans Tantiquité. 

Bullet. des se. mathém. 8,^ 1884, 19—30. 

Van der Berg, F. J., Över debenader- 
de rectificatie van een cirkelboog. 

Amsterdam, Visk. Genoots., Nieuw Arch. 10:2, 
1884, 186—193. 

Van der Berg, P. J., Över eene onjuiste 
beschouwing in G. J. Verdam's handboek 
der spherische trigonometrie. 

Amsterdam, Visk. Genoots. Nieuw. Arch. 10:2, 
1884, 193—198. 

Van der Berg, P. J., Över een reken- 
kundig vraagstuk. 

Amsterdam, Visk. Genoots. Nieuw. Arch. 10:2, 
1884, 198—202. 

Van der G-rinten, A., Die n - und 
n + i ' Theilung des Winkels und Kreises. 

Arch. der Mathem. 70, 1884, 393 — 399. 

Weierstrass, K., Zur Theorie der ellip- 
tischen Functionen. 

I Ber /in, Akad. d. Wissensch., Mathem. u. naturw. 
Mitth. 1883, 95—105» 163—173, 621—647. 

Weierstrass, K., Formeln und Lehrsätze 
zum Gebrauche der elliptischen Fiinctionen. 
Bearbeitet und herausgegeben von H. A. 
Schwartz, Göttingen, Univ. Buchdr. 

4®, p. 65—80. 

Weill, Théorémes sur trois coniques d'un 
faisceau linéaire. 

Nouv. ann. de mathém. 8|, 1884, 19*— 25. 
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Veltmamit W.^ Die algebraische Trans- 
formation der doppeltperiodischen Func- 
tionen. 

Zeitschr. f. Mathem. 29, 1884; Supplem. 73 
-85. 

Worpitzky, J,, Ueber die Partialbrucb- 
zerlegung der Functionen, mit besonderer 
Anwendung auf die Bernoulli*schen. 

Zeitschr. f. Mathem. 29, 1884, 45—54. 

V088, A., Zur Theorie der allgemeinen 
Punktebenensysteme. 

Mathem. Ann. 28, 1884, 45—81. 



V0B8, A., Zur Theorie der algebraischen 
Differentialgleichungen erster Ordnung ersten 
Grades. 

Mathem. Ann. 28, 1884, 157—180. 



[Divers problémes proposés ou résolus.] 
Mathesis 4, 1884, 16^24, 39—48. 

Correspondance. [Extraits de lettres de 
MM. I. Peano, C. Jordan, G. Koenigs, M. 
d*Ocagne]. 

Nouv. ann. de mathém. 8,, 1884, 45 — 49. 



RBFBRATB UND RECENSIONEN. — COMPTES RENDUS ET ANALYSES. 



Jahrbuch iiber die Fortschritte der Ma- 

thematik, herausgegeben von C. Ohrtmann. 

13 Qahrg. 1881), Heft 3. Berlin, G. 

Reimer 1884. 

8*', Lp. + p. 673—903. 



Acta Mathematica. T. 2. Stockholm 

1883. 4°.' 

Arch. der Mathem. 70, 1884; Lilter. Ber. 
46 (H.). 

Bacharach, M., Abriss der Geschichte 
der Potentialtheorie. Göttingen, Vanden- 
hoeck & Ruprecht 1883. 8®. 

Liter. Centralbl. 1884, 116 (G— l). — Arch. 
der Mathem. 70, 1884; Littcr. Ber. 36—37 (H.). 

BoNCOMPAGNi, B., Zero (Estratto dal Gior- 

jiale degli Eruditi e Curiosi di Padova. 

V. 2). 

Arch. der Mathem. 70, 18S4; Litter: Ber. 42 
-43 (H.). 

BoNCOMPAGNi, B., Atti di nascita e di 

morte di Pietro Simone Marchese di La- 

place. Roma 1883. 4°. 

Arch. der Malhem. 70, 1884; Lilter. Ber. 41 — 
42 (H.). — Bullet. des se. mathém. 8,, 1884, 
6—7 (A. Marre). 

Bullettino di bibliografia e di storia delle 
scienze matematiche e fisiche. T. 15. Roma 
1883. 4^ 

Arch. der Mathem. 70, 1884; lyilter. Ber. 40 
-41 (H.). 

Comptes rendus hebdomadaires des sé- 
ances de Tacadémie des sciences. T. 96. 
Paris 1883. 4°. 

Bullet. des se. mathém. 8,, 1884; Revue 5 — (16). 

Geer, P. VAN. Willebrordus Snellius. 
(Overgedrukt uit het »Album der Natuur?, 



Jaarg. 1884). Leiden 1883. 

Arch. der Mathem. 70, 1884; Litler. Ber. 38 — 
40 (H.). 

KoENiGSBERGER, L., Allgemeinc Unter- 
suchungen aus der Theorie der Differential- 
gleichungen. Leipzig, Teubner 1882. 8**. 

Zeitschr. f. Mathem. 29, 1884; Hist. Abth. 23 
— 34. (Hamburger.) 

Marie, M., Histoire des sciences mathé- 

matiques et physiques. T. i — 4. Paris, 

Gauthier-Villars 1883— 1884. 8°. 

Revue scient. 4,, 1884, 84. — Nouv. ann. de 
mathém. 3,, 1884, 51 — 64 (E. Rouché). — Deut- 
sche Litteraturz. 5, 1884, 22 — 24 (M. Curtze). 

Mathesis. Recueil mathématique å Tusage 
des écoles spéciales et des établissements 
d'instruction moyenne. Gand. 8®. . 

Nordisk Revy 1884, 343—344 (A. Söderblom). 
-r- [Compte rendu du T. 3, 1883:] Arch. der 
Mathem. 70, 1884; Lilter. Ber. 46--47 (H.). 

Meyer, W. Fr., Apolarität und rationale 
Curven. Eine systematische Voruntersuch- 
ung zu einer allgemeinen Theorie der linea- 
ren Räume. Tlibingen, Fues 1883. 8°. 

Zeitschr. f. Mathem. 29, 1884; Hist. Abth. 35 
—38. (M. Noether.) 

Mundi y Giro, S., Lecciones de geo- 
metria analitica. 

Crönica cientifica 7, 1884, 78 — 80. 

Narducci, E., Intorno a vari comenti 
fin qui inediti o sconosciuli al »Satyricon» 
di Marziano Capella. Roma 1883. 4**. 

Arch. der Mathem. 70, 1884; Lilter. Ber. 42 (H.). 

Perozzo, L., Neue Anwendungen der 
Wahrscheinlichkeits-Rechnung in der Stati- 
stik insbesonderé bei Vertheilung der Ehen 
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nach dem Lebensalter der Gatten. Deutsch 
bearbeitet von O. Elb. Dresderi, Knecht 

1883. 4*". 

Arch. der Mathem. 70, 1884; Litter. Ber. 44 — 
45 (HO. 

Roberts, M., A tract on the addition of 

elliptic- and hyper-elliptic integrals. Dublin, 

Hodges, Foster and Co. 1883. 

Nordisk Revy, 1884, 276 — 277. (A. Söderblom.) 



[Listes d^ouvrages récemment publiés.] 

Arch. der Mathem. 70, 1884; Litter. Ber. — 
Bullett, di bibliogr. d. se. matem. 16 (1883), 221 
— 270. — Zeitschr. f. Mathem. 29, 1884; Hist. 
Abth. 38 — 40. — Nouv. ann. de mathém. 3,, 
1884, 109— 112. 

Register, naar de onderwerpen gerang- 
schikt, op eenige viskundige tijdschriften. 

Amsterdam, Visk.' Genoots., Nieuw Arch. 10:2, 
1884, 203 — 222. 



BBNUTZTB SAMMBLSCHRIPTBN. — RBOUBILS DÉPOUILLÉS. 



Siehe die letzte Nummer dieses Jahr- 
gangs. 



Voir le demier numéro de cette année. 



VBRMISOHTB NOTIZBN. — MÉLANGBS. 



Notioe sur un mémoire de Ohr. Gold- 
baoh, relatif å la sommatton des series, 
publié ä Stookholni en 1718. 

La bibliothéque de Técole publique de 
Linköping (Suéde) posséde un exemplaire 
d'un mémoire, totalement inconnu jusqu'å 
ce jour, de Chr. Goldbach (né å Königs- 
berg en 1699, mört å Moscou en 1764). 

Ce mémoire, qui est intitulé: specimen me- 
ihodi ad summas serierum, ne porte pas de 
nom d'auteur, mais, dans Texemplaire men- 
tionné, se trouve une annotation de £. 
Benzelius (alors bibliothécaire de Tuniver- 
sité d'.Upsal): auciore Christiano Gold- 
bach Regiomoniano. Aucior nunc sa lutatur 
consUiariits aulicus regis Borussici, 

Le mémoire ne contient, å proprement 
parler, que ces deux théorémes-ci, tres élé- 

mentaires ä Theure actuelle: 

« 

1^ Si le terme general d'une serie ,peut 
étre exprimé sous la forme 

I * Z 



la somme des x 



I premiers termes est 

+ 



1.2 » 



• • . • 



2". La serie dont le terme general est 

k 

jr* — 2ax + b 

peut étre exactement sommée, si 2^ «i« ~ b est 
un nombre entier. 

On sait qiie Goldbach avait fait, dans 
sa jeunesse, plusieurs voyages dans divers 
pays de TEurope; il est donc tres possible 
qu'il soit venu visiter aussi la Suéde, et que 
son mémoire ait été imprimé pendant son 
séjour å Stockholm. L^écrit ne porte, il 
est vrai, ni lieu ni année d'impression, mais 
heureusement Benzelius a annoté lui-méme: 
Impr, Stockh, jyiS, Il est composé de huit 
pages in - 4"; comme il vCy a pas de feuil- 
let de titre, le texte commence ä la pre- 
miére page, immédiatement apres le titre. 
Cet écrit est excessivement rare; je n'en 
ai pas vu dautre exemplaire que celui qui 
vient d*étre mentionné. 

Stockholm. G. Eneström. 



-=*S»> 



STOCKHOLM, CKNTRaL-TRVCKERIET, I884. 



BIBLIOTHECA MATHEMATICA 



HERAUSGEGEBEN VON 



4> 



RÉDIGÉE PAR 



GUSTAF ENESTRÖM. 



1884. 



STOCKHOLM. 



N« 3. 



Die Bibliotheca Mathcmaiica wird ein 
alphabetisches Verzeichniss neuerschien- 
ener Werke, Abhandlungen und Auf- 
sätze aus dem Gebiete der reinen Ma- 
thematik enthalten. 

Die Schriften die hier angezeigt 
werden sollen, sind an Herm MlTTAG- 
Leffler, Redacteur der Zeitschrift Acta 
Mathcmaiica^ Stockholm, zu senden. 

Bibliotheca Mathcmatica wird jährlich 
in 4 Nummem erscheinen. 

Das Zeichen | deutet an, dass die be- 
trefFende Schrift ein Separatabzug ist. 



La Bibliotheca Mathcmatica donnera, 
dans Tordre alphabétique des auteurs, 
une liste d*ouvrages, de mémoires et de 
notes récemment publiés dans les ma- 
thématiques pures. 

Les écrits dont il sera rendu compte 
ici, doivent etre envoyés a M. MiTTAG- 
Leffler, redacteur du journal Acta 
Mathcmatica^ Stockholm. 

Bibliotheca Mathcmatica paraitra en 
quatre numéros par an. 

Le signe | marque que Técrit en 
question est un tirage å part. 



WBRKB, ABHANDLUNGEN UND AUPSÄTZB. 

MÉMOIRES ET NOTES. 



OUVRAGBS, 



^Agiies, L., La cuadratura del cfrculo re- 
suelta. Barcelona 1884. 

[Compte reudu:] Cronica cienUfica 7» 1884, 223. 

Allman, G. J., Greek geomelry from Thales 
to Euclid. [3.] 

I Ilermaihena 5, 1884, 186—235. — Les dcux 
premiéres parlies ont parti en 1877 et en 1881. 

Ameseder, A», Das allgemeine räumliche 
Nullsystem zweiten Grades. 

Journ. fUr Mathem. 97, 1884, 62 — 92. 

André, D., Étitde sur les maxima, minima 
et sétjuences des permutations. 

Paris, l^c. norm. 1,, 18S4, I2I — 134. 

André, D., Nombre exact des variations 
gagnées ou perdus dans la multipUcation 
du polyn6me f(^x) par le binåme x^±a. 



Paris, Acad. d. se, Comptes rendus 99, 1884, 
182—184. 

^Antonelli, G. B. et Lazzeri, G., Geome- 
Iria intuitiva, libro di testo per i ginnasi 
e le scuolc tecnicbe. Firenze, successori 
Lemonnier 1884. 

12°, VIII + 242 p. — [Analyse:] Mathesis 4, 
1884, 172. (P. M.) 

Appell, P., Sur les fonctions doublement 
périodiques de troisiéme espéce. 

Paris, Éc. norm. 1,, 1884, 135—164. 

^Arzilla Fonseoa» A. d', Prinripios elemen- 
tares do calculo de quaternioes. Coimbra 
1884. 

8°. — [Compte rendu :J Jörn. de se. mathem. 
5, 1884, 123. 
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Auwe^, Antwort (auf die Antrittsrcde des 
Herrn L. Fuchs]. 

Berlin^ Akad. d. Wissensch., Sitzungsl)cr. 1884, 
747—748. 

^aoas, D., Teoria elemental y apliccaciones 
de las fracciones continuas. Madrid 1884. 
4°, 40 p. 

Bång, A. S., Relationer mellem Siderne i 
en Trekant, hvis Vinkler tilfrcdsstille den 
linecTere Relation o A + ^B + ^C= nR, 

Tidsskr. for Mathem. 2^, 1884, 53—59. 

Barbier, E., Sur iinc généralisation de la 
ihéorie des reduites. 

Paris, Acad. d. se., Comptes rendus 98, 1884, 
i53i — '533- 

°Bardey, B., Zur Formation quadratischer 
Gleichungen. Leipzig 1884. 
8°. 398 p. 

^amard, F. A., The imaginary metrological 

system of the great pyramid of Gizeh. 

Newyork 1884. 
8% 106 p. 

Bartl, C, Mechanisch-graphische Lösung 
der kubischcn und biquadratischen Glei- 
chungen. 

Arch. der Mathem. 1,, 1884, I— 45. 

^Beaujon, A., Sociale Wiskundc. Amster- 
dam 1884. 
8°, 44 p. . 

Bergmans, C, Precis darithmétique théo- 
rique et pratique. Gand, Hoste 1884. 
8®, 343 p. En flamnnd et en frangais. — [Ana- 
lyse:] xMathesis 4, 1884, 153. (1*. M.) 

Bettazzi, B., Sui concetti di derivazione e 

d'integrazione delle funzioni di piu variabili 

reali. 

Giom. di matem. 22, 18841 133—166. 

Beyel, O., Lineare Construction einer Fläche 
zweiten Grades aus neun gegebenen Punk- 
ten. 

Zeitschr. fUr Mathem. 29, 18S4, 170--176. 

Biehler) Oh., Sur la transformation des 

équations 

Nouv. ann. de mathém. 3,, 1884, 209— 21 S. 

Biehler, Ch., Sur \e calcul des fonctions 
syméiriqiies des lacines crune écjuation. 
Nouv. ann. de mathém. 3,, 1884, 218 — 224. 



Biehler, Ch., Sur la construction des courbes 
dont Téquation est donnée en cöordbnnées 
polaires. 

Nouv. ann. de mathém. 3,, 1884, 367 — 376. 

Bissing, G-., Note [on unicursal curves]. 

Baltimore^ Hopkins univ., Circulars 3, 1884, 123. 

Bissing, Q., Note on lines of curvature. 

Jyailimore, Hopkins univ., Circulars 3, 1884, 124. 

Böklen, O., Ueber die Kriimmung der 
Flächen. 

Zeitschr. fUr M.iihcm. 29, 1884, 129—143. 

Boncompagni, B., Almanacco. 

I Giomale degli erudiii e curiosi (Padova) 3, 
1884. — 19 P' — Rccherches historiques sur le 
root «a1manach». 

^oer, F. de, De Wiskunde der Indiers. 
Leiden 1884 8°. 

Borenius, G., Eine allgemcine Form der 

Wurzeln einer bcliebigen algebraischen 

Gleichung. 

Stockholm, Vet. Akad., Bihang 8, 1884.— 11 p. 

^Boset, A., Courbes et surfaces focales. 
Bruxelles, Hayez 1884. 

8°, 50 p. — [Compte rendu:] Nouv. ann. de 
mathém. 3,, 1884, 303—304. 

r>yKPt>EirL, 1>., Aha^imth^eckih ijmpa- 
mvMm o,i,no:mAHHbiX7> <]»yHKi(]ri. Kikb'b 

LS84. 

8°, (2) + III + (i) + 79 p. — HOUKRKJKI-F, H., 

Sur les expressions analytiques des fonctions uni- 
formes. Kiev 1884. — Extrait de 1'annuaire de 
runivcrsilé de Kiev 1883— 1884. 

Bonniakowsky, V., Demonstration de qucl- 
ques propositions relatives h la fonction 
numérique E[x), (Art. 3.) 

Pétershoiirg, Acad. d. se, Bullct. 29, 1884, 
250—272. 

Briosohi, F., Sulle proprietä di una forma 
biquadratica. 

Gtom. di matem. 22, 1884, 130—132. 

Brooard, H., Nouvelles propriétés du tri- 
angle. 

I Association frangnise pour 1'avancement des 
scienccs. Congrés de Kouen 1S83. — 11 p. 4- i pl 

^Brookmann, F. J., Repctitions^Compen- 
dium iibcr alle Zweige der Klementar- 
Mathematik. Fiir Schiiler der obcrsten 
Klasse der Gymnasien und Realgymnasien 
Bowie fiir Abiturienten, Studierende und 
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Lehrer der Mathematik. Stuttgart, Enke 
1884. 
8°, VII 4 180 p. 

Baohheim, A., On the theory of screws 
in elliptic space. 

London, Mathem. soc, Proceedings 15, 1884, 
83—98. 

« 

Buohwaldt, F., Om den nojagtigste^ende- 
lige Raekkeudvikling efter Potenser af den 
uafhaengige Variable med positive hele 
Potensexponenter. 

Tidsskr. for Mathem, 2., 1884, 33—52. 

^Cabedo, J. Bruno de, Integragao das 
eijuagöes canonicas do movimento. Co- 
imbra 1884. 

8*^. — [Comple rendu:] Jörn. de se. mathem. 
5, 1884, 124. 

Callandreau, O., Sur des développements 

(jui se rapportent å la distance de deux 

points et sur quekiues propriétés des 

fonctions spht^ricjues. 

Paris t Acad. d. se, Comptcs rendus 90, 1884, 
23—26. 

Caspary, F., Zur Theorie der Thetafunc- 
tionen mehrerer Argumente. 

Journ. flir Mathem. 96, 1884, 324—326. 

Catalan, B., Quekiues théorémes d*arith- 

métique. 

BruxelkSf Acad. de Belgique, Bulletin 7,, 1884, 
448—449. 

Catalan, E., Remarques sur [une] note de 
M. Ibach. 

Nouv. ann. do mathém. 3,, 1 884, 263 — 270. 
— Sur rintégration de dcux équations dilTcTcnticlles 
simultanées. 

Oayley, Note [on transformations of elliptic 
integrals]. 

London, Mathem. soc, Proceedings 15, 1884, 
81. 

Oayley, A., Note on Peirce's linear associa- 
tive algebra. 

/>W/////^r^, Ilopkins univ.,Circulars 3, 1884, 122. 

^Cercignani, L., Problem i di geomctria 

piana e solida, con le soluzioni. Firenze 

1884. 
16®, 160 p. 

Cesäro, E., Probabilitc de certains faits 

arithmcticiucs. 

Mathesis 4, 1884, 150— 151. 



Cesäro, E., Sur les fonctions holumorphes 
de genre (luelconque. 

Paris, Acad. d. se., Comptes rendus 99, 1884, 
26—27. 

Olariana y Bioart, L., Nociones de trigo- 
nometrfa general. 

Crönica cientifica 7, 1884, 193—200. 

°Oolburn, W., Intellectual arithmctic upon 
the inductive system. With a sketch of 
the author's life. Boston 1884. 16°. 

Correa y Bamlrez, F., Intersccciön de 
una hipérbola con una recta. 

Crönica cientifica 7, 1884, 145 — 147. 

°Ozuber, E., Geometrische Wahrscheinlich- 

keiten und Mittelwerthe. Leipzig 1884. 
8°, 252 p. 

David, Sur une transformation de Téquation 
diflférentielle linéaire d'un ordre quel- 
conque. 

Paris, Soc. mathém., Bulletin 12, 1884, 3^ — 42. 

Davis, E. W., Some remarks on unicursal 
curves. 

Baltimore, Hopkins univ., Circulars 3,1884, 123. 

Del Pezzo, P., Sui sistemi di coniche. 

Napoli, Accad. d. se. fis. e. matem., Kendictmto 
23, 1884, 61 — 73. — [Compte rendu:] L. c. 61. 
(E. Caporai.i.) 

Del Be, A., Obbliciue e circoli osculatori 

alle coniche in relazione tra loro ed in 

relazione con altri elementi gcometrici di 

cui sono casi particolari. 

Giorn. di matem. 22, 1884, 75—117. 

Desboves, Resolution compl^te, en nombres 

enticrs, de Téquation générale du second 

degré, homogéne et contenant un nömbre 

(juelconque d'inconnues. 

Nouv. ann. de mathém. 3,, 1884, 225 — 239. 

Doucet, Note sur les systémes triples de 
surfaces orthogonales. 

Nouv. ann. de mathem. 3,, 1884, 3' 5 — 316. 

du Bois-Beymond, P., Uber den Begriff 
der Länge einer Curve. 

I Acta Mathem. 6, 1884, 167 — 168. 

du Bois-Beymond, P., Uebcr ein in der 

Theorie der lincaren particllcn Diflferen- 

tialgleichungen auftretendes vollständiges 

Differential. 

Math.-naturw. Mitteil.(Tlibingen) 1, 1884. 10 p. 
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^Duhring, E. und U., Neiie Grundmittel 

und Erfindungen zur Analysis, Algebra, 

Functionsrechnung und ziigehörigen Geo- 

metrie sowie Principien zur mathema- 

tischen Reform nebst einer Anleitung zum 

Studieren und Lehren der Mathcmatik. 

Leipzig, Fues, 1884. 
8°, XVI + 520 p. 

S[dgre]n, A. Oh., Sophie Kowalevski. 

Ny illustrerad tidning (Stockholm) 1884, 269 
— 270. Notice biographique (aveC portrait). 

Ehlert, A., Ueber die Bestimmung der Unter- 

scheidungscharakterc fllr die Kegelschnitte, 

wenn die Gleichungen derselben in tri- 

metrischen Liniencoordinaten gegeben sind. 
Arch. der Mathem. 1,, 1884, 51—63. 

SneBtröm, G., Notice sur une nouvelle 
edition de Diofantos préparée par M. 
Paul Tannery. 

Biblioth. Mathem. 1884, 47—48. 

Enneper, A., Ueber einige elliptische Inte- 
grale. 

Göttingen t Gesellsch. d. Wisscnsch., Nachrichten 
1884, 175— >94. 

EPMAKOBT>, B., OnPE;ii^iBHiE ihcjia p-b- 

inEHlft rEOMETPMqECKHXl» SA.J^Aqi». 

Jonm. elem. matem. 1, 1884, 6 — 14. — Er- 
MAKOFF, V., Détermination du nombre de solu- 
tioiis de problémes géométriques. 

EPMAKOB^L, B., CoKPAiu,EHHbifl cnocoB-L 

A*^E1I1H BClbHIMX-B 'IHCE.rb. 

Journ. elem. matem. 1, 1884, 20 — 22. — Er- 
MAKOFF, V., Méthode abrégée pour division de 
grands nombres. 

EPMAKOB'L, B., HE.iiiHEfiHbiÄ ;i,h**e- 

PEHUIA-IBHMÄ yPABHEHIÄ Ct HACTHblMH 

nP0H3B0AHbIMH BEPBArO BOPflAKA CO MBO- 

FHMH BEPEH-BBBblMH H KABOBH^ECKIA y- 

PABBKBia. KlEB1> 1884. 

8°, (2; + III 4- 107 p. — Ermakoff, v., Sur 
les équations difTérentielles non-linéaires aux déri- 
vées parlielles avec plusieurs variables et sur les 
équations canoniques. Kiev 1884. — Extrait de 
Tannuaire de Tuniversilé de Kiev. 

Estrany L., J., Nuevas deroostraciones del 
teorema de Pitägoras. 

Crönica cientifica 7, 1884, 225 — 226 

Euolides, Opera omnia, ediderunt J. L. 
Heiberg et H. Menge. Kuclidis Ele- 
menta edidit et latine interpretatus est J. 



L. Heiberg. Vol. 2: Libros V — IX con- 
tinens. Lipsiae, Teubner 1884. 
8°, XXll + 437 p. 

^Falisse, V., Cours de géométrie analytique 
plane. 3 éd. revue et augmentée d'une 
appendice contenant des notions sur les 
équations abrégées et sur les coordonnées 
triliiiéaire.s. Möns 1884. 
8°. 533 P. 

Fsrkas, J., Sur les fonctions ilératives. 

Jouru. de malhcm. 10,i 1884, loi — 108. 

°Paure, G., L'oeuf de Christophe Colomb. 

Postulatum d'Eudide et trisection de 

rangle. Paris [1884]. 
8°, 15 p. 

Fsvaro, A., Intorno ad un »discorso sopra 
la calamita» del P. D. Benedetto Ca- 
stelli. 

BuUeU. di bibliogr. d. se. matem. 16 (1883), 
545 — 548. — Le »discorso* y est publié aussi 

P- 549—564. 

Fisoher, O., Note liber die conforme Ab- 

biklung gewisser sphärischer Dreiecke 

durch algebraische Functionen. 

I Leipzigs Sächs. Gesellsch. d. Wissensch., Be- 
richte 1 884. — 15 p. 

Floquet, G., Sur ^les équations difTéren- 
tielles linéaires ä coefficients doublement 

périodiques. 

Paris, Ec. norm. 1,, 1884, 181 — 238. 

Fortey, H., On contact and isolation. 

London, Mathem. soc, Proceedings 15t 1884, 
98 — 102. — Problémes de la ihéorie des combi- 
naisons. 

^Franke, J. H., Die Koordinaten-Ausglei- 
chung nach Näherungsmethoden in der 
Klein-Triangulierung und- Polygonalmes- 
sung. Mit einer Aufstellung und Ver- 
gleichung von Fehlergrenzen fiir die Haupt- 
operationen der trigonometrischen Kataster- 
vermessung. Munchen, Grubert 1884. 
8°, VIII + 156 p. + I pl. 

Frattini, G., I gruppi a k dimensioni. 

Jioma, Accad. d. Lincei, Transunti 8„ 1884, 
260 — 264. 

Frobenius, G., Ueber die Grundlagen der 
Theorie der Jacobi^schen Functionen. 

Journ. ftir Mathem. 97, 1884, 16—48. 

FuoljLS, L., Uber Differentialgleichungen, 
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deren Integrale feste Verzweigungspunkle 
besilzen. 

Btrliftf Akad. d. Wissensch. , SiUungsbcr. 1884, 
699—710. 

Faolis, L., Antrittsrede. 

Berlin, Akad. d. Wissensch., Sitzungsbcr. 1884, 
744—747. 

^Fuhrmann, W., Analytische Geomctrie 

der Kegeischnitte nach elementarer Me- 

thode fiir höhere Schulen. Berlin, Win- 

ckelmann 1884. 
8°, VII 4 144 p. + 2 pl. 

^FusB, B., Lehrbuch der Buchstabenrech- 

nung und Algebra fur den Schul- und 

Selbstunterricht. Th. 2. Nurnbcrg, Korn 

1884. 
8°, IV + 106 p. 

Gsrbieri, G., Sulle superficie inviluppi. 

Venezia, Isliluto. Atti 2^1 1884, 1201 — 1219. 

Gauss, c. P., Untersuchungen Uber die 
allgemeine Theorie der krummen Flächen. 
[ijbersetzt von O. Böklen.] 

BöKLEN, O. , Analytische Geometrie des Kaumcs. 
Aufl. 2, 1884, 198—232. 

Glaisher, J. W. L., On the function which 
denoles the diiferencc between the number 
of (4;// + i)-divisors and the number of 
(4/;/ + 3)-divisors of a number. 

London, Mathem. soc, Pruceedings 15, 1884, 
104 — 122. 

Glsisher, J. W, L», On the function y(n). 

Quart. journ. of mathem. 20. 1884, 97 — 167. 

Goursst, E., Sur une équation linéaire. 

Paris, Acad. d. se, Comptes rendus 98, 1884, 
1248— 1251. 

Gram, J. P., Unders0gelser angaacnde 
Mjengden af Primtal under en given Grjense. 

I Kjöbenhavn, Vidensk. Selsk., Skrifter (naturv. 
og mathem. Afd.), 2,, 1 884. — 126 p. — Avec 
resumé en frangais. 

Grifflthd, J., On Jacobi's theory of trans- 
formations of elliptic function?. 

London, Mathem. soc., Proceedings 15, 1884, 
58-68. 

Grifflthfi, J., On a dcduction from the 
elliptic-integral formula 

y = sin(yJ + 5+ C+ ...). 
London, Mathem. soc, Proceedings 15i 1884, 
78—80. 

Grifflths, J., Further results from a theory 
of transformation of elliptic functions. 

London^ Mathem. soc, Proceedings 15, 1884, 
152—158. 



°Grunwald, V„ Saggio di aritmetica hon 
decimale con applicazioni del calcolo 
duodecimale c trigecimale a problem! sui 
numeri complessi. Verona 1884. 8°. 

Guldberg, A. S., Kvotient- og Produkt- 
Regning. 

Tidsskr. for Mathem. 2»! 1884, 84—96. 

Gyldén, H., Sur le changement des ex- 

centrités des orbites plant3taires, dö å la 

concentration de la maticre dans Pespace. 
Paris, Acad. d. se, Comptes rendus 99, 1884, 
219 — 223. — Sur rintcgralion de deux équations 
différcntiellcs du second ordre. 

Habioh, B., Sur un systéme particulier de 
coordonnées curvilignes. 

Nouv. ann. de mathém. 3,, 1884, 353 — 367. 

^Hain, B., Mathematische Unterrichtsstunden. 
Anschliessend an die Volksschule fur die 
Bediirfnisse der Selbstbelehrung. Heft 1. 
Leipzig, Koch 1884. 
8°. 32 p. 

Hain, B., Ueber einen geometrischen Ort. 

Arch. der Mathem. 1,, 1884, 94—96. 

^Harris, J., Some propositions in geometry. 
London 1884. 4°. 

Hathaway, A. S., Note on cycles. 

Baltimore^ Hopkins univ.. Circulars 3, 1884, 
123—124. 

Heaten, H., Approximative extraction of 
roots. 

Annals of mathem. 1, 1884, 14 — 15. 

^eiberg, J. L., Archimedis iz^pi tr/imnivio^j 
liber I graece restit. (Mélanges Graux. 
Recueil de travaux d'érudition classique 
déditS å la mémoire de Charles Graux.) 
Paris, Thorin 1884. 

8°. — [Analyse:] Liter. Ccnlralbl. 1884, 856 
-857. 

^Heller, A., Geschichte der Physik von 
Aristoteles bis auf die neueste Zeit. B. 
2: Von Descartes bis Robert Mayer. 
Stuttgart 1884. 8°. 

^Hellwig, C, Ueber die quadratischen und 
kubischen Gleichungen mit besonderer 
Berticksichtigung des irreducibeln Falles 
bei den letzteren. Erfurt 1884. 8°. 

Hermes, J., Darstellung der Zahl e als un- 
endliches Product. 

Arch. der Mathem. 1,, 1884, 103 — 105. 
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Hermite, Ch., [Remarque sur les fonctions 

holomorphes de genre quelconque.] 

Paris, Acad. d. se, Comptes rendus M, 1884, 27. 

Hermite, Ch., Sur quelques consdtiuences 

arithmétiques des formules de la théorie 

des fonctions elliptiques. 

Pétersboufg, Acad. d. se, Bulletin 29, 1884, 
325—352 [= Mélanges mathéni. 6, 1884, 247 — 
286]. — [Reproduil:] | Acta Mathem. 5, 1884, 
297—330. 

Heymsnn, "W., Ueber Differentialgleichun- 
gen, welche durch hypergeometrische 
Functionen integrirt werden können. 

Zeitschr. fUr Mathem. 29, 1884, 144—159. 

^olzmiiller, G., Einige Aufgaben der dar- 
stellenden Geonietrie und der Karlogra- 
phie, die mit der Theorie der isogonalen 
Verwandtschaften zusamnienhängen. Ha- 
gen 1884. 

8°, 27 p. + 2 pl. 

Hoppe, B., Ueber ein Problem der Curven- 
theorie. 

Arch. der Mathem. 1^, 1884, 46 — 50. 

HoBsfold, c, Erklärung. 

Zeitschr. fiir Mathem. 29, 1884, 132. — No- 
tice historique sur les courbes ratiunnclles du 
quatriéme ordrc. 

°Houel, J., Considcrations Olémentaires sur 
la gcncralisation successive de ridce de 
quantité dans Tanalyse mathématique. 
Paris 1884. 
8°, 69 p. 

Hunrath, K., Dic Berechnung irrationaler 
Quadratwurzeln vor der Herrschaft der 
Dccimalbriiche. Kiel, • l.ipsius & Tischer 
1884. 
S^ 56 p. 

Jaooli, F., Intorno al problcma »le noeud 
de cravatc» e ad alcune opere di Urbino 
D'aviso Romano. 

Bullett, di bibliogr. d. bc. niatem. 16 (1S83), 
445—456. 

^Jahn, Die Subjectivität des Raumcs und 
die Axiome der Gcometrie. Dramburg 
1884. 
4°, 20 p. 

Jensen, J. L. W. V., Om Riekkers Kon- 
vergens. 

Tidsskr. for Mathem. 2^, 1884, 63 — 72. 



Jensen, J. L. W. V., Om en Saetning af 
Cauchy. 

Tidsskr. for Mathem. 2„ 1884, 81—84. 

Johnsson, W. "W., Mr James Glaisber's 
factor "of tables and the distribution of 

primes. 

Annals of mathem. 1, 1884, 15 — 23. 

Jonquiéres, de, Commentaire arithméti(|ue 
sur une formule de Gauss. 

Paris, Acad. d. se, Comptes rendus 98, 1884, 
1358— 1362, 1515. 

Jonquiéres, E. de, Sur la réglc de Newton 

pour trouver le nombre des racines imagi- 

naires des c^quations algébriques numc- 

riques. 

Paris ^ Acad. d. se, Comptes rendus 99, 1884, 
62—67. 

Jonquiéres, E. de, Sur deux théorémes de 
M. Sylve.ster et sur la Régle de Newton. 

Paris, Acad. d. se, Comptes rendus 99, 18S4, 
III — 115, 165—170. 

Jonquiéres E. de., Examen de deux points 
de doctrine relatifs å la régle de Newton. 
Conclusions. 

Paris, Acad. d. se, Comptes rendus 99, 1884, 
269 — 272. — L'auteur a réuni les trois dcmiércs 
notes sous un titre identique å celui de la pre- 
miére d'entre elles. 4°, 18 p. 

Juhel-Bénoy, J., Remanjues sur [une] 
note de M. Ibach. 

Nouv. ann. de mathém. 3,, 1884, 262 — 263. 
— Sur rintégration de deux équations difrércnlielles 
simultances. 

Jung, G., Suir equilibrio dei poligoni arti- 
colati in connessione col problema delle 
configurazioni. 

Ann. di matem. 12, 1884, 169 — 236. 

Klein, F., Ueber die 'iVansformation der 
allgemeinen Gleichung des zweiten Gra- 
dés zwischen Linien-Coordinaten aufeine 
canonische Form. 

Mathem. Ann. 23, 1884, 539—578. — Re- 
produclion de la Jtlnauguraldissertationc (Bonn 
1868). 

Klein, F., Ueber gewisse Differentialglei- 
chungen dritter Ordnung. 

Malhem. Ann. 23, 1884, 587-596. — Rc- 
production d*une note inscrco aux »Sitzungsberichle 
der k. Sächs. Gesellschaft der Wissenschaften, 29 
Janvier 1883. 
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Klein, F:, Vorlesungen Uber das Ikosacder 

lind die Auflösiing der Gleichungen vom 

fiinften Grade. Leipzig, Teubner 1884. 
8^ VIII + 260 p. + I pl. 

Klein, F., voir Lie, S. 

°Kleyer, A., Lehrbiich der Potenzen und 

Wurzeln, nebst einer Sammlting von 3296 

gelösten und ungclösten Bcispielen, ziim 

Gebrauch an niederen und höheren Schu- 

len, sowie zum rationellen Selbststudium 

bearbeitet. Stuttgart, Maier 1884. 
8°, X -f 372 p. 

°Kleyer, A., Lehrbuch der Logarithmen 

nebst einer Sammlung von 1996 gelöstep 

und ungelösten Beis])ielen, zum Gebrauch 

an niederen und höheren Schulen, sowie 

zum rationellen Selbststudium bearbeitet. 

Stuttgart, Maier 1884. 
8°, VIII + 216 p. 

^Kleyer, A., Vollständig gelöste Aufgaben- 

Sammlung, nebst Anhängen ungelöster 

Aufgaben fiir den Scluil- und Selbst- 

untcrricht, aus allén Zweigen der Rechen- 

kunst, der niederen und höheren Mathe- 

matik. Stuttgart, Mayer 1884. 
8°, Ileft 93—120 i 16 p. 

König, J., Ueber die Integration der Ha 
milton'schen Systeme und der particllen 
Differentialgleichyngen erster Ordnung. 

Matheni. Ann. 23, 1884, 504—519. 

König, J., Ueber die Integration simultaner 

Systeme partieller Diflferenzialglefchungen 

mit mehreren unbekannten Functionen. 
Mathem. Ann. 28, 1884, 520—526. 

Kowalevski, Sophie, Om ljusets fortplant- 
ning uti ett kristalliniskt medium. 

Stockholm f Vetensk.-akad., Öfversigt 41, 1884. 
n° 2^ 119 — 121. — Intégrntion d'un systeme 
d'équalions aux différcnces partielies. — Traduit 
en frangais dans les Comptes rendus de Tacadéroie 
de Paris T. 98, voir ci-dessus col. 6. 

Kowalevski, Sophie, tJber die Reduction 
einer bestimmten Klassa Aberscher Inte- 
grale 3"" Ranges auf elliptische Integrale. 

Actn Mathem. 4, 1884, 393—414' 

Kröneoker, L., Beweis des Reciprocitäls- 
gesetzes fiir die (piadralischen Reste. 

ikriirit Ak.nd. d. Wis^ensch., Siizungslicr. 1 884, 
519 — 537. — [txtrait:] Journ. fiir Malhem. 96, 
1884. 34J^. 



Kronecker, L., Beweis einer Jacobi'schen 
Integralformel. 

Berlin, Akad. d. Wissensch., Sitzungsber. 1 884, 
539—540. 

Kronecker, L., Beweis des Puiseux'schen ^ 
Satzes. 

Perlin f Akad. d. Wissensch., Sitzungsber. 1 884, 
543-548. 

Kronecker, L., Uber den dritten Gauss'- 
schen Beweis des Reciprocitätsgesetzes fiir 
die quadratischen Reste. 

Berlin, Akad. d. Wissensch., Sit2nngsl)er. 1884, 
645— -647. — [Extrait.J Journ. fUr Malhem. 97, 
1884, 93—94. 

Kronecker, L., Bemerkungert iiber ein 
System von Differentialgleichungen. 

Journ. ftir Mathem. 97, 1884, 141 — 145. 

Klipper, K., LJeber die Steiner^schen Poly- 
gone auf einer Curve dritter Ordnung C*, 
und damit ^usammenhängende Sätze aus 
der Geometrie der Lage. 

Mathem. Ann. 24, 1884, i — 41. — Reproduc- 
tion (avec additions) d'un mémoirc publié dans 
• Abhandl. der k. böhmischcn Gesellschaft der 
Wiäsenscharten> 6g, 1873. 

Lagrange, Ch., Forme générale du reste 
dans Texpression d'une fonction au moyen 
d'autres fonctions. 

Paris, Acad. d. se., Comptes rendus 98, 1884, 
1423— 1425. 

^Lagrange, J. L., Oeuvres, i)ubliées par les 
soins de M. J. A. Serret, sous les auspices 
de M. le ministre de rinstruction publique. 
T. X. Paris, Gauthier-Villars 1884. 

4°, 455 p. — [Compte rendu:] Paris, Acad. 
d. se, Comptes rendus 98, 1884, '35 7» 

Laisant, C. A., Remarque sur certaines 

questions de rcciprocité. 

. Nouv. ann. de mathém. 3,, 1884, 383 — 386. 

Lalanne, L., Sur un point de Phistoire des 
méthodes graphiques appliquées ä Tärt 
de ringéniéur. 

Paris, Acad. d. se, Comptes rendus 98, 1884, 
1466— 1470. 

Lalanne, L., Observations, ä propos d\inc 

communication récenie de M. le general 

L.-F. Menabrea, sur la machine de 

Charles Babbage. 

Paris, Acad. d. se, Comptes rendus 90, 1SS4, 
267—268. 
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Laser, Sur une queslion de géométrie. 

Nouv. ann. de mathém. 3,, 1884, 332 — 336. 

Laurent, H., Sur le calcul des dérivées h 
indices quelconques. 

Nouv. ann. de mathém. 3,, 1884, 240 — 252. 

°Law, H., Mathematical tables for trigono- 

metrical, astronomical and nautical cal- 

culations.. New edition. London 1884. 
i2°» 230 p. 

Lazseri, G., voir Antonelli, G. B. 

Lo Falgo, O.y Homographies et involutions 

des ordres supérieurs. 

Jorn. de se. mathem. 5, 1S84, 77 — 119. 

Le Faige, C., Nou velies recherches sur les 
surfaccs du troisiéme ordre. 
I Acta Mathem. 5, 1884, 195—202. 

^epsiuB, B., Die Längenmaasse der Alten. 
Berlin 1884. 8°. 

Lie, S., und Klein, F., Ueber die Haupt- 
tangentencurven der Kummer'schen Fläche 
vierten Grades mit 16 Knotenpunkten. 

Malhem. Ann. 23, 1884, 579—586. — Rc- 
production d'une note' prcscntée h Tacadémie de 
Berlin le 15 Déc. 1870. 

^Lieber, H., und Lähmann, F. von, Leit- 
faden der Elementar-Mathematik. Th. i. 
Aufl. 4, Th. 2. Aufl. 3. Berlin, Simion 
1884. 
8°, III + 99 + "I + 84 p. 

LipschitB, R., Bemerkung' zu der Abhand- 
lung: Untersuchungen iiber die Bestim- 
mung von Oberflächen mit vorgeschric- 
benem Ausdruck des Linearclcments. 

Berlin, Akad. d. Wisscnsch., Silzungs])cr. 1884, 
649 — 650. 

Loria, Q., Intorno alla geometria su un 
complesso tetraedrale. 

I Torino, Accad. d. se, Atli 19, 1 884. — 31 p. 

**Low, D. A., A text-book on |)ractical solid 

or descriptive geometry. Part i. London, 

Longman 1884. 
8**, 120 p. 

Liihmann, F. von, voir Lieber, H. 

°Luvini, G., Com|)endio di geometria i>iana 
e solida e di trigonometria rottilinea e 
sferica. 8. edizione. Torino 1884. 
16^, 152 p. 



Mfansion], P., Le deux-cenliéme anniversaire 
de rinvention du calcul diflférentiel. 

Mathesis 4, 1884, 163. 

M[an8ion], P., Courbes avec point de dé- 
doublement. 

Mathesis 4, 1884, 164. 

Marre, A., [Sur la correspondance de R. 
F. de Sluse.] 

I Lisboa, Acad. das se, Jorn. de se. mathem. 
n° 38, 1884. — 4 P. 

^Marins, H. O. B., Mathematische Auf- 

gaben zum Gebrauche in den obersten 

Klassen höherer Lehranstalten. Th. i. 

• Aufl. 6. Leipzig, Koch 1884. 
8°, XVI + 210 pl. 

°Marx, W., Lehrbuch der darstelienden 
Geometrie. Abschnitt i. [Aufl. 3 des 
Bändes i. von F. A. Klingenberg, Lehr- 
buch der darstelienden Geometrie.] Niirn- 
berg 1884. 8°. 

Meissel, Ueber einige Fehler der Burck- 
hardt schen Factorentafeln. 

Malhem. Ann. 23, 1884, 600. 

Menabrea, L.-F., Sur la machine analyticiue 
de Charles Babbage. 

Paris, Acad. d. se., Comptes rendus 99, 1884, 
179—182. 

Méray, Cfa., Observations iwr la légitimité 
de rinterpolation. 

Ptirrs, Éc. norm. 1,, 1884, 165 — 176. 

Mäiray, Oh., Sur Texistence effective des 
deux périodes des fonctions ellipticiues. 

Paris, Ec. norm. 1,, 1884, 177 — 180. 

^Merriman, M., Textbook on the method 
of least squares. Newyork 1884. 
8°, 194 p. 

Minningerode, B., Untersuchungen iiber 

die Symmetricverhältnisse und die Ela- 

sticität der Krystalle. 

Göttingen, Gesfllsch. d. VVissensch., Nachrichten 
1884, 195—226. 

Mister, J., Ccntre de gravité du tronc de 
prismc triangulaire et du parallélépipéde 
tron([Ut?. 

M.nihtrsis 4, 1S84, 121 — 123. 

Molk, J., Sur une notion qui comprend 



6i 



Bibliotheca Mnthcmatica 1884, N:o 3. 



66 



celle de la divisibilité et sur la théorie 
générale de rélimination. 

I Acta Malhem. 6, 1884, 1—166. — Publié 
au.<;si comme thése (faculté des sciences de Paris). 
Paris, Hermann 1884. 4°, (4) + 165 + (i) p. 

*^or, K. V., Anwendung der Horner'schen 
Melhode zur Berechnung der imaginären 
Wurzeln numerischer Gleichungen. Inns- 
bruck 1884. B*'. 

°Muller, G., Zeichnende Geometrie. Aufl. 
3. Esslingen, Fröhner 1884. 
8^ 76 p. + 9 pl. 

Mydorge, Problemes de g(fométrie pratique; 
énoncés et soUitions publiés pour la pre- 
miére fois par Ch. Henry. 

Bullett, di bibliogr. d. se. matem. 16 (1883), 
514—527. 

Narduooi, B., Di Bartolonieo da Parma 
astronomo del secolo XIII, e di un suo 
trattato sulla sfcra conservaio nella Bi- 
bliotcca Viltorio Emanuele. 

A*0Ma, Accad. d. Lincei, Transunti 8,, 1884, 
284—287. 

Neovius, E., Undersökningarna om cirkelns 
kvadratur. 

Finsk Tidskr. 16, 1884, 325—339. 

Noether, H., Ueber die algebraischen Dif- 
ferential-ausdriicke. 3 te Note. 

I Erlangen, Phys.-medic. Societ., Sitzungsber. 
1884. — 4 p. 

Noether, M., Ueber das Jacobi'sche Um- 

kehrsproblem. 

I Erlangen, Phys.-medic. Societ., Sitzungsber, 
1884. — 9 p. 

Ooagne, M. d% Sur révaluntion graphique 
des moments et des moments d^inertie 
des aires planes. 

Paris, Soc. math^rm., BuUetin 12, 1884, 21—26. 

Ooagne, M. d*, Étude géométrique de la 
distribution des efforts autour d'un point 
dans un poutre rectangulaire et dans un 
massif de terre. 

Paris, Soc. malhém., BuUetin 12, 1884, 27—36. 

Oekinghaus, B., Die Seclionscurven. 

Arch. der Malhem. 1,, 1884, 87—89. 

®Pellet, A.-B., Essai sur le calcul infinité- 
simal. Clermont, Thibaud- 1884. 
8*^, 16 p. 



Pellet, A.-B., Sur les irratiönnelles du 
second degré. 

Paris, Acad. d. se, Comples rendus 98, 1884, 
1482. 

Pellet, A., Sur les cercles tangents å trois 
cercles et les sphéres tangentes å trois ou 
å quatre sphcres. 
Nouv. ann. de malhém. 3,, 1884, 316 — 318. 

Perott, J., Sur la forrtiation des déterminants 
irrégulicrs. 
Journ. far Malhem. 96, 1884, 327 — 34*7. 

^Peschka, G. A. V., Darstellende und projec- 
tive Geometrie nach dem gegenwärtigen 
Stande dieser Wissenschaft mit besonderer 
Riicksicht auf die Bediirfnisse höherer 
Lehranstalten und das Selbstudium. Band 
T, 2 und Atlas i, 2. Wien, Gerold's 
Sohn 1884. 

8°, XVHI 4- 578 + XVIII + 576 p. + 34 
+ 11 pl. [Analyser] Deutsche Lilleralttrz. 5, 
1884, 705— 7"7- (K- Nktto.) — Liter. Cen- 
tralbl. 1884, 754—755- (<^— i-) 

Peters, C. H. P., Breve notizia d'una in- 
vestigazione del catalogo delle stelle con- 
tenute neir almagesto di Tolomeo. 

Venezia, Istituto, Atti 2^, 1884, 915 — 921. 

Petot, A., Propriétés de neuf points d'une 
courbp gauche du quatriéme ordre, de 
sept points d'une cubique gauche, de 
huit points associds. 

Paris, Acad. d. se., Comples rendus 98, 1884, 
1245 — 1248. 

Phrcigmén, B., £n ny sals inom teorien 
för punktmängder. 

Stockholm, Vet. Akad., Öfversigt 41, 1884; 
n** /, 121 — 124. 

Picard, B., Sur un groupc de transforma- 
tions des points de Tespace situe's du 
meme cöté d'un plan. 

Paris t Soc. malhém.. Bulletin 12, 1884, 43 — 47. 

Pinoherle, S., Alcune osservazioni sugli 

ordini d'infinito delle funzioni. 

I Bologna, Accad. d. se. dell' istituto, Memorie, 
64, 1884, 739—750- 

PincherIe, S., Di una generalizzazione della 
derivazion^ delle funzioni analitiche. 

Giorn. di matem. 22, 1884, 62 — 74. 

°Piper, C, iJber die vierstelligen graphischen 
logarithmisch-trigonometrischen Tafeln und 
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ihre Anwendung zum mechanischcn Rech- 
nen. Lemgo, Piper 1884. 

12°, 24 p. + Tafel in Lichtdruck + Zeiger- 
nppnrat. 

Firondini, G., Siille siiperficie le cui linee 
di curvatura di un sistema sono piane. 

Giorn. di malcm. 22, 1884, 118— 129. 

Poinoaré, H., Sur un thdoréme de M. Fuchs. 

Paris, Acad. d. se, Comptes rendus 99, 1884, 
75—77. 

Poinoaré, H., Sur la convergcnce des series 
trigonométriques. 

BuUet. astronom. 1, 1884, 319—327. 

Poinoaré, H., Mémoire sur les fonctions 

zétafuchsiennes. 

I Acta Malhem. 5, 1884, 209—278. 

^Putz, Sur rapplication du calcul des pro- 
babilités aux questions d^artilleric. Nancy 
1884. 8°. 

Badau, B., Solution graphique du probléme 
de Kepler. 

Bullet. astronom. 1, 1884, 381—388. 

Badioke, A., Sur les sommes de puissances 
semblables d'une suite de cosinus. 
Mathcsis 4, 1884, 161 — 163. 

Bafly, L., Détermination du genre d'une 

courbe algébrique. 

Mathem. Ann. 28, 1884, 527—538. 

Bealis, S., Additions \ deux artides précé- 
dents. 

Nouv. ami. de mathém. 3,, 1884, 305-^3* 5* •*" 
Sur une équntion indéterminée. 

^Reldt, F., Die Elemente der Mathemalik. 

Ein Hilfbbuch fiir den mathemafischen 

Unterricht an höheren Lehranstalten. Th. 

3. 4. Aufl. 4. Berlin, Grote 1884. 
8", IV + 118 + IV + 88 p. 

^Bhenius, M., Grundziige einer allgenieinen 
Theorie vieldimensionaler Räume. Halle 
1884. 
8°, 21 p. 

°Bobert8, B. A., A collection of examples 

on Ihe analytic geometry of i>lane curves ; 

to which are added some examples on 

sphero-conics. I.ondon, Longman 1884. 

8°, 220 p. 



Bodet, L., Solutions des problémes [énoncés 
dans la géométrie pratique de Mydorge] 
tirées d*ouvragcs orientaux. 

Bullett, di bibliogr. d. se. matem. 16 (1883), 
528—544. 

a 

Bohn, K., Ueber die Flächen vierter Ord- 
nung mit dreifachem Punkte. 

Mathem. Ann. 24, 1884, 55 — 151. 

Bohn^ K., Einige specielle Fälle der Kum- 

mer'schen Fläche. 

I Leiptig, Sächs. Gcsellsch. d. Wissensch., Be- 
richle 1884. 7 p. 

^Bosenberger, F., Die Geschichte der Phy- 

sik in Grundztigen mit synchronistischen 

Tabellen der Mathematik, der Chemie 

und beschreibenden Naturwissenschaften. 

Theil 2: Geschichte der Physik in der 

neueren Zeit. Braunschweig, Vieweg 1884. 
8°, 410 p. 

°Budio, F., Leonhard Euler. Basel 1884. 8°. 



Bussell, B., On differential equations which 

dx ' dy 
belons to the class — "- 1 '—^ + ... =b o, 



2 



2 



where l\ = (<7, />, c, d^ e ,, .)(.v, i)". 

Quart. journ. of mathem. 20, 1884, 179 — 184. 

^Sacoani, F., La trisezione deirangulo col 
circulo e colle parallelé. Reggio 1884. 8°. 

^Saohse, J. J., Mathematik fiir deutsche 

Lehrerbildungsanstalten und Lehrer. Th. 

5, Heft. 4. Das technische Rechnen. 

Leipzig, Siegismund 1884. 
■ 8°, 160 p. 

Sammlung arithmetischer und geonietrischer 

Aufgaben zur Vorbereitung auf die Leh- 

rerinnen-Prtifung. Aufl. 4. Diisseldorf, 

Deilers 1884. 
8^ IV + 68 p. 

Sawin, A. M., Solution of the quarlic 
equation .v* + ^^^ + ^ = o. 

Annals of mathem. 1, 1884, 14. 

Soheffer, L., Zur Theorie der stetigen Funk- 
tionen einer rcellcn Veränderlichen. 

I Acta Mathem. 5, 1884, 183—194, 279—296. 

^Sohellbaoh, O. H., Ueber mechanische 

Quadratur. Aufl. 2. Berlin, Mayer & 

Muller, 1884. 
4°, 26 p. 
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Schoentjes, H , Sur iin mode de genera- 
tion des conchoides. 

Mathesis 4, 1884, 145— 149* 

Schroeter, H., Beiträge zur Theorie der 
elliptischen Funktionen. 

I Ada Mathem. 5, 1884, 205 — 208. 

Sohrooter, H., Einige Sätze iiber Kegel- 
schnitte. 

Zcitschr..fUr Mathem. 29, 1884, 160—169. 

Schroeter, H., Lineare Constructionen zur 
Erzeugung der kubischen Fläche. 

Journ. fUr Mathem. 96, 1884, 282—323. 

^Schubert, H., Sammlung von arithmetischen 
und algebraischen Aufgaben fiir höhere 
Schulen. Ausgewählte ResuUate zu bei- 
den. Hefien. Potsdam, Stein 1884. 

8^ 77 p. 

°Bchuler, W. P., Analytische Geometrie 
des Raumes nebst den Principien der 
darstellenden Geometrie unter besonderer 
Beriicksichtigung des Jmaginären. Band i. 
Hälfte I. Ansbach 1884. 8°. 

°8öhurig, B. E. B., Lehrbuch der Arith- 
metik, Th. 2 : AUgemeine Zahlentheorie. 
Leipzig 18814. 8^ 

Segre, C, Sur les invariants simultanés de 

deux formes quadratiques. 

Mathem. Ann. 24, 1884, 152 — 156. 

Sogre, C, Sur les droites qm ont des mo- 
ments donnés par rapport å des droites 
fixes. 

Journ. fiir Mathem. 97, 1884, 95 — 110. 

^Seidelin, C, PHcmentasr Laere i Projektions- 
tegning. Anden Udgave. KJ0bcnhavn, 
Hallberg 1884. 

^Sorgent, B., Demonstrations de théorémes 
et problémes de geometrie. 2. tirage. 
Paris 1884. 

8"^ + Atlas oblong. 

Sorsawy, V., Die Integration der partiellen 
Differcntialgleichungen. Grundlinien einer 
allgemeinen Integrationsmethode. 

I IVien, Akacl. d. Wissensch., ^ Dcnkbchriften 
49, 1884. — (2) + 104 p. 

^Smith, Ch., An elementary treatise on 
solid geometry. London 1884. 
8°, 244 p. 



Smith, E. B.y Rectilinenr asymptoies. 

Annals of niathcm. 1, 1S84, ii — 12. 

^Spieker, Th., Lehrbuch der ebenen Geo- 
metrie mit Ubungs- Aufgaben fiir höhere 
Lehranstalten. Aufl. 16. Potsdam, Stein 

1884. 
8°, VIII + 326 p. 

Stahl, "W., Das Strahlensystem vierter Ord- 
nung zweiter Klasse. 

Journ. fUr Mathem. 97, '1884, 146—164. 

^Steen, A., Mathematiske Opgaver fra det 
f0rste Examenstrin 1857 — 1883. Kjoben- 
havn, Reitzel 1884. 
8°, 56 p. 

Steinsohneider, M., Études sur Zarkali. 
Second artide. 

Bullett, di bibliogr. d. sa matcm. 16 (1883), 
493-504. 

Steinsohneider, M., Sui)plément a la notice 
sur un ouvrage astronomique inédit d'lbn 
Haithatn. 

BuUett. di bibliogr. d. se. matem. 16 (1883), 
5o5-5<3. 

Stiattesi, A., Intorno alla vita ed ai lavori 
di Sebastiano Purgotti.^ 

Bullett, di bibliogr. d» se. matem. 16 (1883), 
619 — 658. — Avtfc Catalogo de' lavori di Se- 
bastiano Purgotti, 659 — 672, 

Story, W. B., On the equations which de- 
termine the axes of a quadric surface. 

//'^//////<>r^, Hopkinsuniv.,Circulars3, 1884, 122. 

Study, B., GeOmetrische Construction der Ab- 
bildung des Kreisringes auf ein Rechteck. 
Journ. ftir Mathem. 97, 1884, 13 — 15. 

Sturm, R., Wiirfel und reguläres Tetraeder 
als Maximum und Minimum. 

Journ. fiir Mathem. 97, 1884, < — 12. . 

Sturm, R., Ueber den Punkt kleiiister Ent- 
fernungssumme von gegebenen Punkten. 
Journ. fUr Mathem. 97, 1884, 49 — 61. 

Suter, H., Der Tractatus »De (piadratiira 
circuli» des Albertus de Saxonia. 

Zeitschr. fUr Mathem. 29, 1884; Hist. Abth. 
81 — loi. 

Sylvester, J. J., Ec^uations in matrices. 

Ballimore, Ilopkins univ., Circulars 3, 1 884, 
122. 
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Sylvester, J. J., Sur les éqiiations niono- 
théticjues. 

Paris, Acad. d. se., Comptcs rcndus 99, 1884, 
13— 15- 

Sylvester, J. J., Sur I cqualion en matrices 

pX = Xff, 

Paris, Acad. d. se, Comptes rendus 99, 1884, 
67—71, 115— 117. 

Sylvester, J. J., Sur' la solution du cas le 
])lus general des é(iuations linéaires en 
quantites binaires, c'est-ä-dire en (juater- 
nions ou en matrices du second ordre. 

Paris, Acad. d. se, Comptes rendus 99, 1884, 
117— 118. 

Tannery, J., Sur les fonctions symétriques 

des différences des racines d'unc cquation. 
Paris, Acad. d. se., Cumptcs rendus 98, 1884, 
1420— 1422. 

Tannery, P., La perte de sept livrés de 

Diophante. 

Bullet. des se. niathém. S,) 1884, 192— 2q6. 

Tardy, P., Relazioni tra le radici di alcune 

equazioni fondamentali determinanti. 
I Torino, Accad. d. se., Aui 19, 1884. — 16 p. 

Tardy, P., Remarques sur une note de 
M. Ibach. 

Nouv. ann. de mathém. 3,, 1884, 257 — 261. 
— Sur rintcgration de deux équatiuns différen- 
tieUes simultanccs. 

Tardy, P., Demonstration d'un théoreme de 
gtJomdtrie. 

Nouv. ann. de mathém. 3,, 1884, 270 — 273. 

Taylor, H. M., The relations of the inter- 
• sections of a circle whith a triangle. 

London, Matheni. soc, Procecdings 15, 1 884, 
122—139. 

Thaer, A., Das Zweieckschnittsvcrhältniss. 

Zeitschr. fUr Malhcm. 29, 1884, 183—186. 

Tbomé, L. W., Zur Theorie der linearen 
Differentialgleichungen. (tlbersicht iiber 
die Abhandlungen des Verfassers in den 
Bdn. 74 bis 95). 

Journ. fUr Mathem. 96, 1884, 185 — 281. 

Thomton, W. M., Construction of pcrspec- 
tivc projections. 

Annals of mathém. 1, 1884, 12 — 13. 

Tuoker, R., The symmedian-point axis of 
an associated system of triangles. 

Quart. journ. of mathem. 20, 1884^ 167 — 169. 



Uaielli, G., Ricerche intorno a Paolo dal 
Pozzo Toscanelli. 

Bullett, di bibliogr. d. se. matem. 16 (1883), 
611— 618. 

BAlUEHK()-3AXAr4EIIK0,M. E., O bpk- 

M£HU BOaHHKIIOBEUIH H'£KOTOPbIX'B U;rb 

AJrEIirAH^IECKMXTj CHMIJO.lOirL. 

Journ. eleni. matem. 1, 1884, 14 — 16. — 

VACinCHKNKO-ZAKIIARTCIIKNKO, M. E., Slir 

réi)oque ou furent iutroduits quclques-uns des sym- 
boles algcbriques. 

^Vaoquant, Ch., Cours de géométrie élé- 

mentaire. Partie 2. Géomdtrie dans 

Pespace. Paris, Masson 1884. 
8°, 678 p. 

'^Walberor, J. Oh., Leitfaden zum Unter- 

richte in der Arithmetik und Algebra an 

Gymnasien und verwandten Anstalten. 

Aufl. 2. Miinchen, Ackermann 1884. 
8°, VII -K* 1 52 p. 

Warren, J. W., Corollaries from the diffe- 
rential ecpiations of spherical trigonometry. 
Quart. journ. of mathem. 20, 1884, 170 — 178. 

Weierstrass, K., Sur la theorie des fonc- 
tions elliptiques. Traduit de Tallemand 
par A. Pautonnier. 

I Aeta Mathem. 6, 1884, 169—228. — Cf. 
ci-dessus col. 12. 

Weiler, A., Erzeugung von Complexen ersten 
und zweiten Grades aus linearen Con- 
gruenzen. 

Zeitschr. fUr Mathem. 29, 1884, 1 87— 191. 

"Weiler, A., Bemerkungen iiber einige Com- 
plexe. 

Zeitschr. fUr Mathem. 29, 1884, 191 — 192. 

Weill, Sur les coniques (jui coupent ä anglc 
droit une conicjue donnée. 

Nouv. ann. de mathém. 3,i 1884, 320—321. 

Weill, Sur quelques courbes enveloppes. 
Nouv. ann. de malhcm. 3,, 1884, 376 — 382. 

Woyr, B., Sur la theorie des quaternions. 
Paris, Acad. d. se., Comptes rendus 98, 1884, 
1320— 1323. 

Weyr, B., Uber die Geometrie der alten 
-4i)gypjer. Vortrag gehalten in der fefer- 
lichen Sitzung der kaiserlichen Akademie 
der Wissenschaften am 29 Mai 1884. 
Wien, Gerold*s Sohn 1884. 
8°. 35 P. 
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Weyr, B., O zäkladnf vété v theorii matric. 

Prtjjf, Bohm. Gcscllsch. d. Wissensch.» Sitzungs- 
ber. 1884. 4 p. — Sur le théoréme fondametital 
de la théorie des matrices. 

Volterra, V., Suireqiiilibrio delle superficie 
flessibili ed inestendibili. Nota II. 

Roma, Accad. d. Lincci, Transunti 8,, 1884, 
244—246. 

Volterra, V., Sopra un i)roblema di elettro- 
statica. 

Roma, Accad. d. Lincci, Transunti 8,, 1884, 
315 — 318. —T Sur un probléme du calcul de la 
variation. 

V088, A., Ueber Multiplication bedingt con- 
vergenter Reihen. 

Mathem. Ann. 24, 1884, 42 — 47. 

V08B, A., Ueber parallel geordnete Ortho- 
gonalsysteme. 

Mathem. Ann. 24, 1884, 48 — 54. 

Zeller, Chr., Zu Eulers Recursionsformel 
fiir die Divisorensummen. 

Acta Mathem. 4, 1884, 415— -416. 

Zeuthon, H. G., Sur les pentacdres complets 

inscrits a une surface cubique. 
I Acta M^alhem. 5, 1884, 203 — 204. 

Zouthen, H. G., Anden Konstruktion af 
Dobbeltpunkteme i Projektionen af to 
Keglesnitsfladers Skjgeringskurve. 

Tidsskr. for Mathem. 2j, 1884, 60 — dy 



Zimmermann, H. E. M. O., Ueber das 

gemischte Kegelschnitlbiischel. 

Zcilschr. fUr Mathem. 29, 1884, 176 — 183. 



Académie royale danoise des sciences et des 

lettres. Classe des sciences mathéma- 

ti(iuOs. Question mise au concours pour 

Tannée 1884. 

Hullet, des se. mathéni. 8,, 1884, 206—208. 

Correspondance. [Lettres de MM. G, Peano, 
P. D., Catalan, de Saint-Germain et Juhel- 
Rénoy.] 

Nouv. ann. de mathem. 3,, 1884, 252 — 256, 
301—302, 336. 

[Divers problemes proposés ou résolus.] 

Tidsskr. for Mathem. 2», 1884, 73—80, 96 — 
iio, III — 112. Mathesis 4, 1884, 124— 144^ 
154—160, 165—167, 173 — 176. — Nouv. ann. 
de mathém. 3,, 1884, 273—301, 318—320, 
322—332, 342-352, 386— 400. — Journ. elem. 
matcm. 1, 1884, 22 — 24. — Annals of niathem. 
1, 1884, 23 — 24. — Bullet. des se. mathém. 8,, 
1884, 211 — 224. 

Ot^ Pe;i,aki;im. 

Journ. elem. matem. 1, 1884, I — 6. — Avant- 
propos de la rédaction. 



RBPBRATB UND RECENSIONEN. — COMPTES RENDUS ET ANALYSES. 



Die inbetreff der exakten Wissenschaften in» 
Altertum während der Zeit vom Oktober 
1879 bis Schluss 1882 erschienenen 
Werke, Schriften und Abhandlungen. Ein 
Bericht von M. Curtze. 

I Jahresber. lib. die Fortschr. d. class. Alter- 
thumswissenschafl 40, 1884. — 50 p. 



Amodeo, F., Monografia delle curve tauto- 
chrone. Avellino 1883. 8°. 

Bullet. des se. mathém. 8-, 1884, 187— 191. 
(J. T.) 

Archimedes, Opera omnia cum commen- 
tariis Eutocii. E codice Florentino recen- 
suit, latine vertit notisque illustravit J. L. 
Heiberg. Leipzig, Teubner 1880 — 1881. 
8^ 



Leipzig, Astronom. Gesellsch., Vierteljahrschr. 

19, 1884, 70—76. (A. VVlTTSTEIN.) 

Atti del la R. Accademia dei Lincci. Tran- 
sunti .7g. Roma 1882. 4°. 

Arch. dcrMalhem. 1,, 1884; Litler. Uer. 12—13. 

Bacharach, M., Abriss der Geschichte der 

Potentialtheorie. Wiirzburg 1883. 

ZeiUchr. fiir Matheui. 29, 1884; Hist. Ablh. 

102—104. (S. GUNTHER.) 

Beau, O., Untersuchungen auf dem Gebiete 
der trigonometrischcn Reihen und der 
Fourier'schen Integrale. Leipzig, Teubner 
1883. 

Zeitschr. fiir Mathem. 29, 1884; Ilist. Abth. 
IIO — 112. (Cantor.) Cf. ci-dessus col. 19. 

Bibliotheca Mathematica. Stockholm 1884. 4°. 

Cronica cientifica 7, 1884, 157. — Casopis 
pro pest. matem. 13, 1884, 300. (C. Le Paige.) 
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BkEiTHOF, N., Trailé de géométric descrip- 
tive. T. 2, 3. Louvain, Peeters 1883. 8°. 

Mathesis 4, 1884, 151 — 152. 

Bremiker, Logar ithmisch trigonometrische 
Taféln mit sechs Decimalsteilen, neu be- 
arbeitet von Th. Albrecht. 10** Stereo 
typausgabe. Berlin, Nicolai^sche Buchh. 
1883. 

Zcitschr. fUr Matheni. 29, 1884; Hist. Ahlh. 
113. (Cantor.) 

Brunel. Étude sur les relations algébriques 
entré les fonctions hyperelliptiques de 
genre 3. Thése (facullé des sciences de 
Paris). Paris 1883. 4°. 

Bullet. des se. mathém. d,. 1884, 182 — 184. 

Cantor, G., Grundlagen einer allgemeinen 
Mannigfaltigkeitslehre. Ein niathematisch- 
philosophisches Versuch in der Lehre des 
Unendlichen. Leipzig, Teubner 1883. 8°. 

Liter. Ccntralbl. 1884, 821-^822. (G— L.) 

Comptes rendus hebdomadaires des séances 
de TAcadémie des Sciences. T. 97 (suite). 
Paris 1883. 4*^. 

Bullet. des se. mathém. 8,, 1884; Revue. 
82—105. 

Faifofer, a., Elementi di geometria ad uso 
dei licei. Venezia 1882. 8°. 

Mathesis 4, 1884, 168 — 169. (P. M.) 

Fiedler, W., Cyclographie öder Construction 
der Aufgaben iiber Kreise und Kugeln 
und elementare Geometrie der Kreis- und 
Kugel-Systerae. Leipzig, Teubner 1882. 8°. 

Bullet. des se. mathém. 8., 1884, 209 — 211. 

(J. T.) 

GyldÉn, H., Uebcr die Convergenz der 
successiven Annäherungcn bei der theo- 
retischen Berechnung der Bahnen der 
Himmelskörper. (Vierteljahrschr. d. astro- 
nom. Gesellsch. 1881). 

Bullet. astronom. 1, 1884, 302 — 307. (O. 
Cai.landreau.) 

GOnther, S., Die Lehre von gewöhnlichen 

und vcrallgemeinerten Hyperbelfunctionen. 

Halle 7S, Nebert 1881. 8°. 

Mathesis 4, 1884, 169—172. (P. M.) 

Heiberg, J. L., lyitteraturgcschichtliche Stu- 
dien iiber Euklid. Leipzig, Teubner 1882. 
8°. 

Bullett, di bibllogr. d. se. matem. 16 (1883), 
565— 57>- (A. Fa VARG.) 



Henrici, J., Vierstellige logarithmisch-tri- 

gonometrische Tafeln. Stereotypausgabe. 

Leipzig, Teubner 1882. 

Zeitschr. fUr Mathem. 29, 1884; Ilist. Ablh. 
113. (Cantor.) 

Hess, E., Einleitung in die Lehre von der 
Kugeltheilung mit besonderer Berticksich- 
tigung ihrer Anwendung auf die Theorie 
der gleichflächigen und å^r gleicheckigen 
Polyeder. Leipzig, Teubner 1883. 8°. 

JJter. Centralbl. 1884, 1049. (G— L.) 

Jentzen, Leitfaden der darstellenden Geo- 
metrie flir Realschulen und technische 
Lehranstalten mit mittleren und höheren 
Zielen. Th. i. Orthogonale Projections- 
lehre. Rostock, Hinstorff 1883. 8®. 

Liter. Centralbl. 1884, 722—723. (G— L.) 

Lindstedt, A., Beitrag zur Integration der' 
Differentialgleichungen der Störungstheorie. 
(Mém. de Tacad. de St.-Pétersbourg T. 3 1 .) 

Bullet. astronom. 1, 1884, 302 — 307. (O. 
Calla.ndrkau.) 

LoNGCHAMPS, G. DE, Ciéom(ftrie analytique 
å deux dimensions. Paris, Delagrave 
1884. 8°. 
Mathesis 4, 1884, 152—153. (P. M.) 

Lucas, E., Récréations matbématiques. Paris, 
Gauthier-Villars 1883. 

Zcitschr. fUr Mathem. 29, 1884; Ilist. Abth. 

104—107. (S. GUNTIIKR.) 

Marie, M., Histoire des sciences mathéma- 
tiques et physiques. T. 3. Paris, Gau- 
thier-Villars 1884. 8°. 

Revue scient. S8, 1884, 759—761. 

Marre, a., Huit lettres inédites du P. 
Claiide Jaquemet. Roma 1883. 4°. 

Jörn. de se. mathem. 5, 1884, 121. 

MoLLAMi:. Relazioni notcvoli fra le somme 
dei prodotti di una medesima classe dei 
numeri naturali da i a ;/. 

Napoli, Accad. d. se. fis. c matem., Rendi- 
conto 23, 1884, 73—74- (K- ^'KKtioi.A.) 

Narducci, H., Sur un manuscrit du Vati- 
can. (Kxtrait du Bullet. des se. mathtfm. 
7,). Paris 1883. 8^^. 
Jörn. de se. mathem. 5, 1884* 122. 

Neuberg, J., Sur le tetraédre. 

BruxeUes, Acad. de Belgique, l^ulietin 7,, 
1884, 284—286. (FoLiK, J. DE Tilly cl E. 

! C ÅTAL AN.) 
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NoTH, H., Die Arithmetik der Lage. Ein 
neues Hiilfsmittel zur analytischen Be- 
handlung der Raumtheile. Mit Beriick- 
sichtigung ebener geometrischer ftebilde 
erster und zvveiter Ordnung. Leipzig, 
Barth 1882. 8°. 

Liter. Ccntralbl. 1884, 924. (G — L.) 

NoETHER, M., Zur Grundlegung der algc- 
braischen Curven. Berlin 1883. 4°. 

JBullct. des se. niatliém. 8,, 1884, 177 — 181. 
*(J. T.) 

Paxton-Young, g., Principles of the solu- 
tion of equations of the higlier degrees. 
Baltimore 1883. — Resolution of sol- 
vable equations of the fifth degree. Bal- 
timore 1883. 
Jom. de sg. mathem. 5, 1884, 121. 

Pein, a., Autgaben der sphärischen Astro- 
nomie, gelöst durch planimetrische Con- 
structionen und mit Hilfe der cbenen 
Trigonometrie. 1883. 4°. 

Zeitschr. ftir Mathem. 29, 1884; Hist. Abth. 
112. (Cantor.) 

Perozzo, L., Nuove applicazioni del calcolo 
delle probabilitå allo studio dei fenomeni 
statistici e distribuzioni dei matrimoni 
secondo Tetå degli sposi. Roma 1882. 4°. 

Rundschau der Versicherungen 1 884, 1 79 — 181. 
(K. C. Lukas.) 

RAFtY, L., Recherches algébriques sur les 
intégrales abéliennes. Thése (faculté des 
Bciences de Paris). Paris 1883. 4°. 

Bullet. des se. mathém. 8,, 1884, 184—186. 

Rausenberoer, o., Lehrbuch der Theorie 
der periodischen Functionen einer Variabc- 
len mit einer endlichen Anzahl wesent- 
licher Discontinuitätspunkte nebst einer 
Einleitung in die allgemeine Functionen» 
theorie. Leipzig, Teubner 1884. 8°. 

'Deutsche Lilteraturz. 6, 1884, 993—994. (G. 
Valkntin.) 

RuHLMANN, M. und M. R., Logarithmisch- 

trigononietrische und andere filr Rechner 

niitzliche Tafeln. 9'* Auflage. I-.eipzig, 

Arnoldi*sche Buchh. 1883. 

Zeitschr. flir Malhem. 29, 1884; Ilist. Abth. 
114. (Cantor.) 

ScHUHERT, H., Sammlung von arithmetischen 
und algebraischen Fragen und Aufgaben, 



verbunden mit einem systematischen Auf- 
bau der Begriife, Formeln und Lehrsätze 
der Arithmetik, fiir höhere Schulen. Heft. 
2. Potsdam, Stein 1883. 

Zeitsch. fiir Mathem. 29, 1884; Ilist. Abth. 
114 — 115. (Cantor.) 

SciACCi, Sur les axes des groupement. 
(Revue d'Artillerie.) 

Bullet. des se. mathém. 8ti 1884; Revue 81. 
(IL B.) — Note rclativc a la theorie de la pro- 
babilité. 

Serrasqueiro, J. A., Tratado elementar de 
arithmetica. Coimbra 1882. — Tratado 
de geometria elementar. Coimbra 1882. 
— Tratado de algebra elementar. Co- 
imbra 1883. ' — Tratado elementar de 

trigonometria rectilinea. . Coimbra 1882. 
Jom. de se. mathem. 5, 1884, 122. 

Spitzer, S., Untersuchungen im Gebiete 
linearer Differentialgleichungen. Heft i. 
Wien, Gerold^s Sohn 1884. 8°. 

Deutsche Litleralurz. 5, 1884, 519. (M. Pascii.) 

Spitzer, S., Neue Studien Uber die Inte- 
gration linearisr Differenzialgleichungen. 
(Schluss.) Wien, Gerold's Sohn 1882 — 
1883. 8°. 

Deutsche Littcraturz. 6, 1884, 747. (E. Lampe.) 

Vazquez Illa. Proprietades elementares 
relativas a la divisibilidad de los numeros 
enteros. Valladolid 1881. 8°. 

Bullet. des se. mathém. 8„ 1884,186. (J. T.) 

Zeitschrift fiir Mathematik. Historisch-Lite- 
rarische Ablheilung. 1875 — 1883. Leip- 
zig, Teubner. 8°. 

Bullet. des se. mathém. 8,1 1884; Kevue 
105—122. 



Archiv der Mathematik und Physik. Inhalts- 
verzeichniss zu Theil LV — LXX. Leipzig, 
Koch 1884. 
8^ (4) + 78 p. 

[lustes d^ouvrages recemmcnt publiés.] 

Bullett, di bibliogr. d. se. matem. 16 (1S83), 
457—492, 572—610. — Biblioth. mathem. 1884, 
17—48. — Zeitschr. fUr Mathem. 29, 1884; 
Ilist. Abth. 116 — 120. — Nouv. ann. de mathém. 
3,, 1S84, 304, 336—342. — Annals of malhem. 
1, 1S84, 24. — Tidsskr. for Mathem. 2^, 1884, 
III. 
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BBNUTZTB SAMMBLSCHRIFTBN. — RBOUBILS DÉPOUILLBS. 



Siehe die letzle Nummer dicses Jahr- 
gängs. 



Voii' le dernier numéro de cetle aunée. 



VBRMISOHTE NOTIZBN. — MÉLANQBS. 



Notioe sur les versions latinos des 
elements d^Euclide pnbliées en Snede. 

M. Vachtchenko-Zakhartchenko, dans 
la listc bibliographiqiie anncxéc å IIaua.ia 
Ebiuhm (KiKBT. 1880, 8°), p. 724, 725, 
726, 727, 728, fait mention de huit tra- 
(luctipns des Elements pariies en Snede. 
Cependant la liste de M. Vachtchenko- 
Zakhartchenko n'est point compléte; en 
effet il y en a plus de soixante editions 
diiférentes, dont deux sont en latin et les 
autres en suédois. Dans un numéro suivant 
je donnerai la liste compléte de ces der- 
niércs, en me restreignant pour le moment 
å quelques notices sur les deux traductions 
latines. 

La premiére a é\é publiée en 1637 P^r 
Martin Gestrinius (profcsseur de mathéma- 
tiqucs å Tuniversité d'Upsal, né en 1594, 
mört en 1648); elle porte le titre: 

Martini Ys. Gestrinii | in | geometriam 
ErcTJDis I Demonstrationum | libri sex. 
In quibus Geometria i)lanorum tradilur, 
& brcvibus Notis perspicué | explicatur. 
Impensis & sumptibus Authoris, | Upsali.e, 
Excudebat -4>chillus Matthi?e, Academix 
Typog. I ANNO CHRiSTi | cId. Idc. xxxVII. 

Gette edition est composée de 376 pages 
in- 4° dont le titre, la dédicace et Tavant- 
propos embrassent 24 pages, la traduction 
elle-méme 350 et les errata 2 pages. Les 
figures sont intercalées dans le texte. 

Il y * a des exemplaires de cette edition 
dont le titre a été réimprimé en 1642, avec 
les ]ietits changements suivants: 

Martini K. Gestrinii | in | geometriam 
Euci.iDis I Demonstrationum | libri sex. 
In (|uibus Geometria planorum tradilur, | ^: 



brcvibus Notis perspicué | explicatur. | [Une 
figurc géométriciue] | Impensis & sumptibus 
Authoris, | Upsali^e, | Excudebat Eschillus 
Matthiai, Academia: Typog. | anno christi | 
clx Idc. xxxxIL 

Outre la traduction, Gestrinius a donné 
aussi des notes explicalives tirées ])rincipale- 
ment des commentaires connus de Proklos, 
Campano, Glavius et Peletier. 

La seconde version latine pprie le titre: 

EUCLIDIS I elementorum i I.IBRl SEX PRI- 
ORES I UNA CUM | UNDECIMO | ET | DUODE- 

ciMO. I Upsat-I/E, Typis Viduae b. Höjeri. 

Elle est composée de 250 pages et 14 
planches. Le texte commence immcdiatement 
apres le feuillet de titre. L'éditeur anonyme 
était Samuel Klingenstierna (professeur de 
mathématiques å Tuniversité d'Upsal, né en 
1698, mört en 1765). On donne ordinaire- 
ment å la traduction les dates 1736 ou 
1743, mais ces indications sont toutes deux 
erronées; en effet le livré est mentionné dans 
Tidningar om The Lärdas Arbeten For 
Är 1742 (Stockholm 1742, 8°), p. 106. 
D'aulre part, comme • Timprimeur Höjer 
mourut en 1738, les möts typis vidiue 
Höjeri montrent que cette année est la 
limite inférieure de la publication. La date 
exacte est probablement 1741. 

M. Vachtchenko-Zakhartchenko a men- 
tionné, dans la listc précitée, deux autres 
versions latines parues en Suéde respective- 
ment en 1744 et en 1774 mais ces indica- 
tions se rapportent å deux editions dé la 
traduction en suédois publiée par Mårten 
Strömer et dont la' premiére edition a paru 
en 1744, la cinquicme en 1774. 

Stockholm. G. Eneström. 
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Die Bibliotheca Mathanatica wird ein 
alphabetisches Verzeichniss neuerschien- 
ener Werke, Abhandlungen und Auf- 
sätzo aus dem Gebiete der reinen Ma- 
thcmatik enthalten. 

Die jSchriften die hier angezeig^ 
werden sollen, sind an Herrn MiTTAG- 
Leffler, Redacteur der Zeitschrift Ada 
Mathematica, Stockholm, zu senden. 

Bibliotheca Mathematica wird jährlich 
in 4 Nummem erscheinen. 

Das Zeichen | deutet an, dass die be- 
treflfende Schrift ein Separatabzug ist. 



La Bibliotheca Mathematica donnera, 
dans Tordre alphabétique des auteurs, 
une liste d'ouvrages, de mémoires et de 
notes récemment publiés dans les ma- 
thématiques pures. 

Les écrits dont il sera rendu compte 
ici, doivent etre envoyés a M. MlTTAG- 
Leffler, redacteur du journal Acta 
Mathematica^ Stockholm. 

Bibliotheca Mathematica paraitra en 
quatre numéros par an. 

Le signe | marque que Técrit en 
question est un tirage å part. 



WBRBZB, ABHANDLUNGEN UND AUPSÄTZE. — OUVRAQBS, 

MÉMOIRES ET NOTES. 



°Alth, Q. R. von, tJber das absolute Mass- 
system und die Theorie der Dimensionen. 
Wien 1884. 8°. 

^Aparioi, R., Lecciones de geometrfa de- 
scriptiva. Parte 2 : Poliedros, Siiperficies 
cilindricas, cönicas y de revoluciön. Pia- 
nos acutados. Madrid 1884. 
4°, 168 p. + 26 pl. 

°Artzt, A., Untersuchungen Uber ähnliche 

Punctreihen eines Dreieckes und auf deren 

Mittelsenkrechten, sowie iiber congruente 

Strahlenbiischel aus den Ecken desselben. 

Ein Beitrag zur Geometrie des Brocard'- 

schen Krieises. Recklinghausen 1884. 
4°, 22 p. + 2 pl. 



Arselå, C, Intorno alla continuitå dclla 
somma di infinite funzioni continue. 

I Bologfta^ Accad. d. se. deli' Islituto, Rcndi- 
conto 1884. — 8 p. 

Autonne, Recherches sur les groupes d'ordre 
fini contenus dans le groupe semi-cubique 
Cremona. 

Paris, Acad. d. se, Comptes rendus 99, 1 884, 
646 — 649. 

Backlund, O., Zur Entwickelung der Stör- 
ungsfunction. 

Peter sbourg, Acad. d. se, Mémoires 32. , 1884. 
(2) + 33 P. 

Barbarin, P., Problémes sur les sphéres. 
Mathesis 4, 1S84, 217—218. 

Barbior, B., Sur Téquilibre d'un segment 
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homogéne de paraboloide de revolution 

flottant sur un liquide. 

Paris, Acad. d. se, Con>ptes rendus 99, 1884, 
703. — Nolice historique. 

Bassani, A., Sopra un problema di analisi 

infinitesimale delle curve piane. 
Giom. di matem. 22, 1884, 211 — 216. 

Basala, J., Beleuchtungs-Constructionen fiir 
Flächen, deren zu einer Achse normale 
Schnitte ähnlich und ähnlich liegend sind, 
bei orthogonaler und bei perspectiviscHer 
Darstellung. 

Arch. der Mathem. l^, 1884, 266 — 279. 

Benson, L. S., The new system of men- 

suration. Jersey city 1884. 
Fol. pat. , 2 colonnes. 

Bergmans, C, La théorie des projections 

en trigonométrie. 
Mathesis 4, 1884, 2^2. 

Berloty, Sar les équations algébriques. 

Paris, Acad. d. se, Comptes rendus 99, 1884, 
745—747. 

Bertrand, J., Eloge de M. Victor Puiseux, 
lu dans la séance publique annuelle de 
Tacadémie des sciences du 5 mai 1884. 

Bullet. des se. maihém. 83, 1884, 227—234. 

^Bertrand, J. et Garcet, H., Traité d'al- 
gébre. Ed. 13, revue. Partie i. Paris 
1884. 
8°, IV + 330 p. 

Besso, D., Sul prodotto di due soluzioni di 
due equazioni differenziali lineari-omoge- 

nee del secondo ordine. 

\KotNa, Accad. d. Lincei, Meniorie 19„ 1884. 
15 P- 

Besso. D., Suir equazione del quinto grado. 
\Roma^ Accad. d. Lincei, Memorie 19,, 1884. 
15 p. 

Besso, D., Di una classe d 'equazioni diffe- 
renziali lineari del terz' ordine, integrabile 
per serie ipergeometriche. 

|AW//7, Accad. d. Lincei, Memorie 19,, 1884. 
2 p. 

Besso, D., Di una classe d'equazioni diffe- 
renziali lineari del quart' ordine, integra- 
bile per serie ipergeometriche. 

\JKoma, Accad. d. Lincei, Memorie 19,, 1884. 
6 p. 

Beyel, C, Bemerkungen tiber perspcctivische 



Dreiecke auf einem Kegelschnitte und tiber 
eine specielle Reciprocität. 

Zeitschr. fiir Mathem. 29, 1884, 250—255. 

Bierens de Haan, D., Bibliographie néer- 

landaise historico-scientifique, etc. Som- 

maire II. 

BuUeU. di bibliogr. d. se. matem. 16 (1883), 
687—718. 

Bierens de Haan, D., voir Girard, A., 
Spinoza, b., Stevin, S. 

°Bock, Uber verschiedene Constructionen 
zur tlbertragung von Figuren von einer 
gegebenen Oberfläche auf eine andere. 
Lyck 1884. 
4°, 20 p. + I pl. 

BOrAEBCKIÖ, B., CboBctbo teometph- 

HECKOfl ^P0^0P^1H. 

Journ. elem. matem. 1, 1884, 105 — 107. — 
BoGAjKVSKij, V., Sur une propriété des propor- 
tions géométriques. 

Boncompagni, B., Boerhaave e Leidenfrost. 

I Giomale degli eruditi e dei curiosi (Padova) 
4, 1884, 145 — 152. — Notice historique sur la 
découverte de Tétat sphéroidal des liquides. 

Boncompagni, B., Cassini Gian Domenico. 

I Giomale degli eruditi e dei curiosi (Padova) 
4, 1884, 269 — 276. — Nolice sur une cosmo- 
graphie en vers italiens, écrite par J.-D. Cassini I . 

Boncompagni, B., Intorno ad una lettera 
di Carlo Federico Gauss al D"" Enrico 
Guglielmo Mattia Olbers. 

I Roma, Accad, d. N. Lincei, Atti 36, 1884. (2) 

f 95 P- — [Analyse:] Paris, Acad. d. se, 

. Comptes rendus 99, 1884, 507 — 508. (Govi.) 

Boncompagni, B., Intorno a due quesiti 
proposti nella racolta intitolata: »Giomale 
degli eruditi e curiosi». 

Bullett, di bibliogr. d. se. matem. 16 (1883), 
673 — 686. — Notices historiques sur le mot »zéro» 
et sur Tinvention du telescope. 

Borletti, F., Area delle superficie curve. 

Giorn. di matem. 22, 1884, 207 — 210. 

Bongajeff, N., Extrait d'une lettre [sur 
Touvrage de M. Césäro: sur diverses ques- 
tions d'analyse]. 

Bullet. des se. mathém. S^, 1884, 254 — 256. 

^Boussinesq, Cours élémentaire d'analysc 
infinitesimale. Paris 1884. 

4°, 28 + 544 p. — Lithographié. 
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Brooard, H., Propriété géométrique d'un 

certain groupc de deux systémes de cir- 

conférences concentriques. 
Mathesis 4, 1884, 219—220. 

°Gain, W., Symbolic algebra; or the al- 

gebra of algebraic numbers; together with 

crirical notes on the methods of reasoning 

employed in geometry. Newyork 1884. 

24°, 131 P- 

Gaspary, P., Ueber das Additionstheorem 
der Thetafunctionen mehrerer Argumente. 

Journ. fUr Malhem. 97, 1884, 165— 171. 

Gatalan, B., Mémoire sur qiielques décom- 
posilions en carrés. 

I Roma, Accad. d. N. Lincei, Atti 87, 1884. 
(2) + 66 p, 

Gatalan, E., Application d un nouveau prin- 

cipe de probabilités. 

IhiucelUs, Acad. de Belgique, Bullelin 83, 1884, 
72—74. 

*^Gauchy, A., Oeuvres complétes, publiées 
sous la direction scientifique de Taca- 
démie des sciences et sous les auspices 
du ministre de Tinstruction publique, avec 
le concours de MM. Valson et Collet. 
Serie i. Torne 4. Paris, Gauthier-Vil- 
lars 1884. 4°- 

Gayley, G. A., On double algebra. 

London, Mathem. soc, Procccdings 16, 1884, 
,85—197: 

Gayley, G. A.> A meinoir on seminvariants. 
Americ. joum. of malhem. 7, 1884, i — 25. 

Gayley, G. A., Tables of the symmetric 
functions of the rooths, to the degree 10, 
for the form 

I + <5j: + + . . . = (i — «j:)(i —^x){\ —yx)... 

Americ. journ. of mathem. 7, 1884, 47 — 56. 

Gayley, G. A., Non-unitary partition tables. 

Americ. journ. of mathem. 7, 1884, 57 — 58. 

Gayley, G. A., Seminvariant tables. 

Americ. joum. of mathem. 7, 1884, 59 — 73. 

Gesäro, B., Propriétés d'une fonction arith- 

métique. 

Nouv. ann. de mathém. 3,, 1884, 431 — 434. 

Gesåro, B., Théoréme de cinématique. 

Nouv. ann. de mathém. 3,, 1884, 434 — 436. 



Gesäro, B., Quclques propriétés élémen- 

taires des groupes plusieurs fois transitifs. 

Nouv. ann. de mathém. 3,, 1884, 471 — 475. 

Gesäro, B., Remarcjues sur les fonctions 
holomorphes. 

Giorn. di matem. 22, 1884, 191 — 200. 

Gesäro, B., Studio di trasversali. 

Giorn. di matem. 22, 1884, 240 — 242. 

Gesåro, B., Sur une communication de M. 
Tchébychew au congrés de Clermont- 
Ferrand. 

Nouv. ann. de mathém. 3,, 1884, 513 — 516. 

°Glark, G., Perspective explained and il- 
lustrated. Newyork 1884. 
8°, 56 p. 

^Gleonides, L'introduction harmonique. La 

division du canon d'EucLiDE, le géométre. 

Canons harnioniques de Florence. Tra- 

duction fran^aise avec commentaire per- 

pétuel par Ch. E. Ruelle. Paris 1884. 
8°, 66 p. 

^GomberouBse, G. de, Cours de mathéma- 

tique. 3" edition revue et augmentée. 

T. i: Algébre élémentaire. Paris 1884. 
4°, XVI + 122 p. 

Cuadratura del Circulo. 

Crönica cienlifica 7, 1884, 280. — Noticc 
historique. 

Daniels, A. L., Third note on Weierstrass^ 

theory of elliptic functions. 

Americ. joum. of mathem. 7, 1884, 82 — 99. 

Del Be, A., La quadrica dei dodici punti 
e la quadrica dei dodici piani. Nota I. 

Giorn. di matem. 22, 1884, 221 — 235. 

°Dino, N. S., Le proprietå fondamentali 

delle superficie di second' ordine, stabi- 

lite con i principii dclla Geonietria pro- 

jettiva. (Lezioni date nella R. Universitå 

di Roma.) Napoli 1884. 
16°, 81 + 8 p. +^8 pl. 

Doebner, R., Eingabe Johann Kepler's an 
Kaiser Rudolf II. um P2rtheilung eines 
Generalprivilegs ftir den Druck seiner 
Werke (1606 vor März 3). 

Zeitschr. fUr Mathem. 29, 1884; Ilist. Abth. 
"74— 175- 

Douoet, Construction des tangentes au point 
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double de la section du tore par son 
plan tangenL 

Nouv. ann. de mathém. 3,, 1884, 430 — 431. 

£[dgre]n, A. Ch., Sophie Kowalevski. 

Ude og Hjemme (Kjobenhavn) 1884, 561 — 563. 
Nolice biographie (avec porlrait); traduite du suéduis 
(ef. ci-dessus col. 55). 

Eneström, G., Notice sur les versions la- 
tines des elements d'Euclide publiées en 
Suéde. 

Bibliolh. Mathem. 1884, 79— 80. 

Engel, Pr., Ueber die Aberschen Rela- 
tionen fur die Theilwerthe der elliptischen 

Functionen. 

I Leipzigs Sächs. Gesellsch. d. Wissensch., Be- 
richte 1884. — 20 p. 

Enneper, A,, Bemerkungen zur Theorie 
der planen Curven. 

Göttingen^ Gesellsch. d. Wissensch., Nachrichten 
1884, 364—373- 

EPMAKOB^L, B. IL, Mmc.io ycJOBiu oiipe- 
A-BJHiomMXT. rEOMETPHHECKyR) <i»Mrypy UA 

n.lOOKOCTH. 

Jöurn. elem. matem. 1, 1884, 26 — 29. — Er- 
MAKOFF, V. P., Sur le nombre de condilions qui 
suffisent pour détermincr une figure géomclrique, 
. située dans un plan. 

EPMAKOBI), B. IL, BbiqHCJEHiE be31> 

JIOrAPHOMOBTi. 

Journ. elem. matem. 1, 1884, 29 — 30. — Er- 
MAKOFF, V. P., Calcul sans logarithmes. 

EPMAK()BT>, B. IL, CoKPAUi.EHHi>ifi oiio- 

COBI» H3B.1E»IEH1Ä KBA;^PATHArO KOPHH 

CL BOJbUIOK) TO^HOCTBIO. 

Journ. elem. matem. 1, 1884, 30 — 33. — Er- 
MAKOFF, V. P., Méthode abrégée pour extraire 
avec grande precision des racines carrées. 

EPMAKOBI), B. IL, IIciulie bojuiebrme 

KBAAPATbl. 

Jouni. elem. matem. 1, 1884, 33 — 37. — Er- 
MAKOFF, V. P., Sur les carrés magiques parfaits. 

EPMAKOBIL, B. IL, Oohobhlie bpiemm 

P-BUlEHIil rEOMETPHqECKHXl. yAAAHT>. 

Journ. elem. matem. 1, 1884, 52 — 61. — Er- 
MAKOFF, V. P., Sur les procédés fondamenlaux 
pour la solution de problémes géométriques. 

EPMAKOBl), B. IL, Cpe;i.hie bojuiebhbie 
kba;i.patm Cb uiecthaauatbio kjiutkamh. 

Journ. elem. matem. 1, 1884, 61 — 63. — Er- 
MAKOFF, V. P., Sur les carrés magiques moyens 
avec scizc cases. 



EPMAK0B7>, B. IL, AHrAPMOHMqECKOE 

OTHOIUEHIE M PAPMOHMHECKOE ;i*.lEMIE. 
Journ. elem. matem. 1, 1884, 65 — 71. — Er- 
MAKOFF, V. P., Sur la proportion anharmonique 
et sur la section harmonique. 

EPMAKOBl), B. IL, OnPEAU.iEniE b-bpo- 

HTIIOCTH COBUTIH. 

Journ. elem. matem. 1, 1884, 71 — 76. — Er- 
MAKOFF, V. P., Definition de la nolion: »chance» 
dans le calcul des probabilitcs. 

EPMAKOB'h, B. IL, yrAAAXb k-bmt. H;iT, 

TPEXT> .TMUt B:^TA KA3KAAH H3T> TPEXT> 

AAHHbIXt BEU^Eft. 

Journ. elem. matem. 1, 1884, 84 — 85. — Er- 
MAKOFF, V. P., Si trois personncs ont pris cha- 
cune un de trois objcts donnés, de viner enlre 
qucUes mains ils se trouvent. 

EPMAK0B1>, B. IL, IIph3hakh ;i,u.immocth 
qHCE.rb. 

Journ. elem. matem. 1, 1884, loi — 104. — 
Eriiakoff, \ . P., Marques distinctives de la di- 
visibilité des nombres. 

EPMAI\()BT>, B. n., IJABHOHMOGTM MEÄ^y 

CTOPOHAMH M AlAFOHA.lilMH METblPE- 

yrOJbHHKA, BBHCAHHAPO BT» KPyPl». 

Journ. elem. matem. 1, 1884, 104 — 105. — 
Ermakoff, v. P., Relation entré les cotés et les 
diagonales d'un quadrilatére inscrit dans mi cercle. 

Euolides, voir Cleonides. 

Euclides, Elements, voir Mackay, J. S. 

Piedler, W., Uber die Durchdringung gleich- 
seitiger Rotationshyperboloide von paral- 
lelen Axen. 

I Acta Mathem. 6, 1884, 331—408. 

Frattini, G., Intorno ad alcune proposizioni 
della teoria delle sostituzioni. Roma 1884. 
RomOy Accad. d. Lincci, Memorie 18,, 1884. 



29 p. 

^Frege, G., Die Grundlagen der Arithmetik. 
Eine logischniathematische Untersuchung 
tiber den Begriff der ZahL Breslau 1884. 8^. 

Frobenius, G., Uber die Grundlagen der 
Theorie der Jacobi^schen Functionen. Ab- 
handlung 2. 
Joiurn. fiir Mathem. 97, 1884, 188—223. 

°Frolow, Le probléme d' Euler et les carrés 
magiques. Traduit du russe. Paris, Gau- 
thier-Villars 1884. 
8^ + Atlas (36 pl.) 
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Oaroet, H., voir Bertrand, J. 

^Genocchi, A., Calcolo differenziale e prin- 
cipii di calcolo integrale, pubblicato con 
aggiunte da. G. Peano. Torino, Bocca 

1884. 

8°. — [Kemarque de Vautetir:] Mathesis 4, 
1884, 224 — 225. 

°Giesel, P., Festschrift zur fiinfzigjährigen 
Gedenkfeier der am 5. Mai 1834 er- 
folglen Eröffnung der städtischen Real- 
schule I. Ordnung zu Leipzig. I^eipzig 
1884. 

4°, 42 p. — Sur Thistoire du calcul différenliel. 
— [Analyse:] Zeitschr. fUr Mathem. 29, 1 884; 
Ilist. Abih. 184-^185. (Cantor.) 

Gilbert, Ph., Demonstration simplifiée des 
formules de Fourier. 

I BruxelUs, Sociélé scientifique, Annales 8, 1884. 
15 p. — Avec un rapport sur cctle note par P. 
Mansion. 

Gilbert, Ph., [Examen d'un point impor- 

tant d^analyse infinitésimale.] 

Nouv. ann. de mathém. 3,, 1884, 475 — 482. 

Girard, A., Invention nouvelle en Talgébre. 
Réimpression par D. Bierens de Haan. 
I.eiden 1884. 

4°, 84 pages non numcrotées. — Rciniprimé 
d'aprés Tédilion originale publiée å Amsterdam 
en 1629, avec une préface de Téditeur. 

Giuliani, G., Sopra la dimostrazione di una 

formula di analisi. 

Giom. di matem. 22, 1884, 201 — 206. ' 

Giuliani, G., Sopra la funzione /^"(cos;) 
per n infinito. 

Giom. di matem. 22, 1884, 236 — 239. 

°Görg, L., Die Relationen zwischen den 
Wurzeln und Goefficienten der algebra- 
ischen Gleichungen. Landau 1884. 
8°, 30 p. 

Goursat, B., Sur les intégrales rationnelles 
de récjualion de Kummer. 

Mathem. Ann. 24, 1884, 445—460. 

Goursat,' £., Sur une équation analogue 
å Téquation de Kummer. 

Paris y Acad. d. se, Comptes rendus 99, 1 884, 
777-779- 

°Graf, J. H., Beitrag zur Auswerthung be- 
stimmter Integrale mittelst Veränderung 
des Weges. Bern 1884. S"". 



Greiner, M., Inhaltsbestimmung der einem 

Dreieck einbeschriebenen, umschriebencn 

und conjugirten EUipsep. 

Zeitschr. fUr- Malhem. 29, 1884, 222—238. 

Greiner, M., Eigenschaften der Punkte mit 
reciprokcn Dreieckscoordinaten und deren 
Anwendung auf das Dreiéck. 

Arch. der Mathem. l^, 1884, 130—147. 

Grifflths, J.5 On a subsidiary elliptic func- 
tion pm(«, k). 

London^ Mathem. soc, Proceedings 15, 1884, 
219 — 223. 

Griibler, M., Ueber die Krummungsmittel- 

punkte der Polbahnen. 

Zeitschr. fUr Mathem. 29, 1884, 212—221. 

Griibler, M., Zur Construction der Wende- 
punkte. 

Zeitschr. fUr Malhem. 29, 1884, 310—313. 

Gnidberg, A. S., Kvotient- og Produkt- 
Regning. 

I Christiania, Vidensk. Selsk., Forhandlinger 
. 1884, N° 4. — 18 p. — Ce mémoire a aussi 
été publié, avec de petits changements, dans »Tids- 
skrift for Mathemalik* (voir ci-dessus col. 58). 

Hain, B., Zur Polaritätstheorie des Drei- 

eckes. 

Arch. der Mathem. 1,, 1884, 22Ö— 222. 

Halphen, G. H., Sur une équation diffé- 

rentielle linéaire du troisiéme ordre. 
Mathero. Ann. 24, 1884, 461 — 464. 

Harnack, A., Die allgemeinen Sätze liber 
den Zusammenhang der Functionen einer 
reellen Variabelen mit ihren Ableitungen. 
Zweiter Theil. Lehrsätze iiber die Inte- 
grale der Differentialquotienten. 

Mathem. Ann. 24, 1884, 217—252. 

Heiberg, J. L., Et Falsum vedr0rende Ar- 
chimedes. 

Kjöbenhavfiy Vidensk. Selsk., Oversigt 1884, 
25—30. 

^Heis, B., Verzameling van algebraische 
vraagstukken. Vrij bewerkt naar het Hoog- 
duitsch door D. Van Lankeren-Matthes 
en J. W. Tesch. Druk 4. Haarlem, 
Bohn 1884. 

8°, VIII -f 212 p. — [Anjilyse:] Mathesis 4, 
1884, 206. 

Helm, G., Die Berechnung der Rententafeln 



91 



Bibliotheca Malhemalica 1884, N:o 4. 



92 



alls Sterblichkeils- und Invaliditätsbeobach- 

tungen. 

Zeilschr. fUr Majhem. 29, 1884, 315 — 320. 

Hexmeberg, L., Zur graphischen Zerlegung 
von Kraften, die an einem starren räum- 
lichen Systeme angreifen. 

I Civilingcnieur 30, 1884, Heft 6. — 12 col. 

Hensel, K., Arithmetische Untersuchungen 
iiber Discriminanten und ihre ausserwe- 
sentlichen Theiler. Berlin 1884. 

4°, (2) + 30 + (2) p. — Th^ (université 
de Berlin). 

Hermann, A., Notice sur la vie et les tra- 
vaux de M. Despeyrous. 

Dkspeyrous, Cours de Mécanique. T. i. 
Paris, Hermann 1884, p. V — X. 

Hennes, O., Uber eine gewisse Curve des 

dritten Grades. 

Joum. ftlr Mathem. 97, 1884, 177—187. 

Heymann, W., Zur Integration der Diffe- 
rentialgleichungen. 

Zeitschr. fUr Mätiiem. 29, 1884, 257—271. 

HÖlder, O., Zur Theorie der trigonome- 
trischen Reihen. 

Malhem. Ann. 24, 1884, 181— 216. 

°Hoppe, B., Geschichte der Elektricität. 
Leipzig, Barth 1884. 
8°, XX + 622 p. 

Hoppe, R., Ein Problem iiber beriihrende 
Kugeln. 

Arch. der Mathem. 1,, 1884, 148 — 160. 

Hoppe, R., Bedingung einer Canalfläche 
nebst einigen Bemerkungen an Canal- 
flächen. 

Arch. der Malhem. 1,, 18S4, 280—291. 

Hossfeld, c, Zur Theorie der Raumcurven. 

Zeitschr. fiir Mathem. 29, 1884, 242—244. 

HoBsfeld, c, iiber die mit der Lösung 
einer Steiner'schen Aufgabe zusammen- 
hängende Configuration (12^, i6j). 
Zeitschr. för Mathem. 29, 1884, 305—306. 

Issoly, Sur les diverses courbures des lignes 
qu'on peut tracer sur une surface. 

Nouv. ann. de mathém. 3,, 1884, 522 — 527. 

Jamin, Discours prononcé å Broglie å Toc- 
casion de Tinauguration du monument 
de Fresnel. 

Paris, Acad. d. se, Comptcs rendus 99, 1884, 
451 — 463. — Notice biographique sur J.-A. Fresnel. 



Jenkins, M., Note on prof. Sylvesters >Con- 

structive theory of partitions». 

Americ. joum. of mathem. 7, 1884, 74 — 81. 

Jonquiéres, B. de, Sur les équations algé- 

briques. 

Paris, Acad. d. se, Comptcs rendus 99, 1884, 
345—35». 469—4731 483—488. — [Compte 
rendu:] Revue scient. 34, 1884, 412. 

^Killing, W., Erweiterung des Raumbegrif- 
fes. Mathematische Abhandlung. Bra- 
unsberg, Huye 1884. 
4°, 21 p. 

°KHCE.1EBT), A., CHCTEMATHHECKlfl KyiM!'!, 
APHOMETHKH A^R (;PE,T,HHXT> yHEBHl,lXT> 

3ÄBE^EHiii. C.-IlETEPBypn> 1884. 

8°. — KiSELEFK, A., Cours system atique d'arith- 
métique pour les établissements d'instruction mo- 
ycnne. — fCompte rendu:] Joum. clem. matem. 
1, 1884, 44—45- 

°Kleyor, A., Lehrbuch der arithmetischen 
und geometrischen Progressionen der zu- 
sammengesetzen harmonischen Ketten- und 
Theilbruchreihen. Stuttgart 1884. 8°. 

Klug, L., Perspectivische Dreiecke dre 
einem Kegelschnitt einbeschrieben sind. 

Arch. der Mathem. 1,, 1884, 292 — 303. 

Klug, L., Einige Sätze iiber das Viereck 
und Kegelschnittbiischel. 

Arch. der Mathem. 1„ 1884, 304 — 310. 

Koenigs, G., Sur une géntfralisation du 

théoréme de Fermat, et ses rapports avec 

la theorie des substitutions uniformes. 
Bullet. des se. mathém. 8,, 1884, 286 — 288. 

°Kötter, B., Beiträge zur Theorie der Oscu- 
lationen bei ebenen Curven dritter Ord- 
nung. Berlin 1884. 
8°, 70 p. + I pl. 

°KyHU,EBHM^h, A., Teopih teometph- 

qECKHXL BE.THHMHT. TB MET0AH«1ECKHMH 

H KPMTH^IECKHMM 3AMiHAHlÄMH. C.- 

IlETEPByPIT. 1884. 

8'^. — KouNZEViTCU, A., Theorie des gran- 
deurs géométriqucs avec annotations méthodiques 
et critiques. ' — [Compte rendu:] Joum. elem. 
matem. 1, 1884, 46. 

°Krämer, J., Repertorium der Mathematik 
und Elektricitäts-Lehre. Fiir die Bedtirf- 
nisse des Eisenbahn-Praxis behandelt. 
Wien 1884. 8°. 
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Erazer, A., Uber die Zusammensetzung 
ganzzahliger linearer Substitutionen von 
der Determinante Eins aus einer geringsten 
Anzahl fundamentaler Substitutionen. 

Annali di matem. 12,, 1884, 283—300. 



Kroneoker, L., Additions au mémoire sur 
les unités complexes. 

Paris, Acad. d. se, Comptes rendus 99, 1884, 
765—771- 

£iittner, W., Einfuhrung unvollständiger 
Beobachtungen in die Wahrscheinlichkeits- 
rechnung. 

Zcitschr. fUr Mathem. 29i 1884, 193 — 21 1. 

°Lafon, A., Études sur les surfaces. Lyon, 
Flan 1884. 8°. 

^Lagout, B., Takitechftie: science de nom- 
bres, formes et poids assimilés par la 
takimétrie. Trigonométrie de Tétudiant, 
pour les candidats et les arpenteurs, basée 
sur deux vérités organiques de géométrie. 

Paris 1884. 
8°, 8 + 40 p. 

Lalanne, L., Sur les équations algébriques; 

observations au sujet d'une comniunication 

de M. de Jonyuiéres. 

Paris, Acad. d. se., Comptes rendus 99, 1884, 
463—469. 

^Lange, Th., Hauptsätze der Planimetrie 
und Trigonométrie. Berlin, Guttentag 
1884. S'^. ' 

Lauermann, K., Zur elementar-geome- 
trischen Kegelschnittslehre. 

Arch. der Mathem. 1,, 1884, 126—129. 

I^eibniz, G. W., Nouvelle méthode de jre- 
cherche des Maxima et Minima et aussi 
des tangentes, applicable méme dans le 
cas d'expressions fracliönnaires et irra- 
tionnelles, et calcul remarquable y relatif. 

Malhesis 4, 1884,' 177—185. — Traduit du 
latin (Acta Eruditorum 1684, p. 467 — 473). 

Lemoine, B., Quelques problémes des pa- 
ralléles et des anti-paralléles aux cötés 
d^un triangle. 

Paris, Soc. mathém., Bulletin 12, 1884, 72 — 78. 

Lemoine, B., Théorémes divers sur les 

antiparalléles des cötés d'un triangle. 
Mathesis 4, 1884, 201 — 204. 



Lemoiue, B., Sur les nombres formés des 
mémes chiffres en sens inverse. 

I Assoc. frang. pour Tavanc. d. se. — Congrés 
de Rouen 1883. — 10 p. 

Lemoine, B., Sur les quatre groupes de 

deux points d'un triangle ABC <\w\ sont 

en méme temps les foyers d'une conique 

inscrite et d'une conique circonscrite ä 

ce triangle. 

I Assoc. frang. pour Tavancd. se. — Congrés 
de Rouen 1883. — 5 p. 

Le Faige, C, Sur les involutions cubiques. 

I Liege, Soc. d. se, Mémoires 12, 1884. (2) 
+ 19 P. 

Le Faige, C, Sur les groupes de points 
en involution raarqués sur une surface. 
Paris, Acad. d. se, Comptes rendus 99, 1884, 
537—538. 

Le Faige, C, Sur la generation de certaines 
surfaces par des faisceaux quadrilinéaires. 

BruxelleSy Acad. de Belgique, Bulletin 8,, 
1884, 238—255. — [Analyse:] L. c. 158 — 159. 
(Folie.) 

^Lie, S., Classification und Integration von 
gewöhnlichen Differentialgleichungen zwi- 
schen xy , die eine Gruppe von Trans- 
formationen gestatten. IV. 

Arch. for Mathem. og Naturv. 9, 1884, 43* 
—448. 

Lie^ S., Zur Theorie der Transformations- 
gruppen. 

Arch. for Mathem. og Naturv. 9, 1884, 449 
—45»- . 

Lindemann, B., Marian Kowalski. 

Leipzig, Astron. Gesellsch., Vierteljahrsschr. 19, 
1884, 172 — 179. — Notice biographique (avec 
portrait) . 

Lindemann, P., Uber die Auflösung der 
algebraischen Gleichungen durch tran- 
scendente Functionen. 

Göttingen, Gesellsch. d. Wissensch., Nachrichten 
1884, 245—248. 

Lipschitz, R., Sur une representation de 
la fonction exponentielle par un produit 
infini. 

Paris, Acad. d. se, Comptes rendus 99, 1884, 
701—703. 

Loria, G!, Geometrischer Beweis der be- 
kanntesten Eigenschaften einer binären 
cubischen Form. 

Zeitschr. fUr Malhem. 29, 1884, 245—250. 
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Loria, G., Ricerche intomo alla geoinetria 
della sfera e loro applicazione allo studio 
ed alla classificazione delle superficie di 
quarto ordine aventi per linea doppia il 
cerchio iraaginario airinfinito. 
I Torino, Accad. d. se., Meraorie 36,, 1884. 

— loi p. 

®Low, D. A., A textbook on practical solid 
or descriptive geometry. London, Long- 
mans 1884. 
8°, 140 p. 

Luoas, E., Le calcul et les niachines å 
calculer. 

Kevue scient. 84, 1884, 481—496. 

^aokay, J. S., The elements of Euclid. 
With deductions, appendices and historical 
notes. London 1884. 
12°. 364 p. 

Mao Mahon, F. A., On perpetuants. 

Americ. journ. of mathem. 7, 1884, 26 — 46. 

°MAHyfl.lOBT>, A, npHB.lM»EHHOE HCHMC- 

JEHIE. KHniHHEBl> 1884. 

8°. — Manoujloff, a., Calcul approximatif. 

— [Compte rendu:] Journ. elem. matem. 1, 
1884, 45- 

Mansion, F., Sur la théorie des fonctions 
elliptiques. 

BruxelUs^ Acad. de Belgiquc, Bulletin 8,, 1884, 
180—182. 

Mansion, F., Sur le reste de la formule 
de Taylor et sur le binöme. 

Bruxelles, Acad. de Belgique, Bulletin 8,, 1884, 
183—185. 

Mansion, F., Sur Tapproximation des inté- 
grales définies et, en particulier, du péri- 
métre de Tellipse. 

I Bruxelles, Soc. scient., Annales 1883 — 1884, 
2\ II — 24. 

M[aii8io]i], F., Sur les tétraédres de Möbius. 

Mathesis 4, 1884, 221—222. 

Marie, M., Histoire des sci^nces mathéma- 
tiques et physiques. T. 5. De Huyghens 
ä Newton. De Newton å Euler (Premiére 
partie). Paris, Gauthier-Villars 1884. 

8®, 255 p. — [Analyse des tomes 3, 4:] Zeit- 
schr. fUr Malhem. 29, 1884; Hist. Abth. 180— 
183. (Cantor.) — Rcvue scient. 34, 1884,444 
—446. 

Markoff, A., Demonstration de certaines 

inégalités de M. Tchébychef. 
Mnthem. Ann. 24, 1884, 172 — 180. 



Masoni, U., Sulle derivate di ordine qual- 
unque della funzione potenziale quando 
Tattrazione é proporzionale all' inverso della 
;/™**potenza della distanza. 

Napoli, Accad. d. se. fis. e. matem., Kendiconto 
23, 1884, 106—108. — [Compte rendu:] L. c. 
96. (D. Padelletti.) 

Mellin, BJ., Om en ny klass af transcen- 
denta funktioner hvilka äro nära besläg- 
tade med Gammafunktionen. IL 

I Ä<r/j//ir^r/,Vetensk.soc.,Acta 16, 1884. 44 p. 

Méray, Ch., Exposition nouvelle de la 
théorie des formes linéaires et des déter- 
minauts. 

Journ. de mathem. 10, t 1884, 181 — 280. 

Minningerode, B., Untersuchungen iiber 
die Symmetrieverhältnisse und die Elastici- 

tät der Krystalle. 

Göttingen, Gesellsch. d. Wissensch., Nachrichten 
1884, 374—384. 

Miiller, P., Zur Transformation der Theta- 
functionen. 

Arch. der Mathem. 1,, 1884, 161 — 219. 

buller, R., Uber eine gewisse Gleichung 
2«-ten Grades, deren Specialfälle ;/ = 2 
und // = 3 beim Normalenproblcm der 
Ellipse und des Ellipsoidts auftreten. Berlin 
1884. 
8^ 35 P. 

Narduooi, E., Intomo al »tractatus spserae:> 
di Bartolomeo da Parma astronomo del 
secolo XIII e ad altri scritti del medesimo 
autore. 

Bullett, di bibiiogr. d. se. matem. 17, 1884, 
1—42. 

Nell, A. M., Die Auflösung dreigliedriger 
Gleichungen nach Gauss. 

Arch. der Mathem. 1,. 1884, 311 — 332. 

NeoviuB, L., Om komplexa tals användning 
i geometrin. Helsingfors 1884. 

8°, (2) + 132 p. — Thése (université de Hel- 
singfors). 

^eumann, C, Vorlesungen iiber Riemanns 

Théorie der AbePschen Integrale. Zweite 

völlig umgearbeitete und wesentlich ver- 

mehrte Auflage. Leipzig, Teubner 1884. 

8°, XIV + 472 p. + I pl. 

Newton, I., Principes du calcul des fluxions. 
Mathesis 4. 1884, 185—189. — Traduit du 
latin {^Philosophia naturalis principia mathematica, 
16S7, Liber 2, lemma 2). 
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HHKy.IblI,EBl> II., IIP0H3BEAEHIE H*- 

CKOJIbKHX-L IHCE^Tb. 

Journ. elem. matem. 1, 1884, 107 — 109. — 

NiKOULjZEFF, P., Sur le procUiit de plusieurs 
nonibres. 

Noether, M«, Beweis und Erweiterung eines 
algebraisch-functionentheoretischen Satzes 
des Herrn Weierstrass. 

Journ. ftlr Mathem. 97. 1884, 224 — 229. 

OeagnO) M. d^ Sur une serie ä loi alterne. 

Paris, Soc. mathém., Bullet. 12, 1884, 78—90. 

Ooagne, M. d^ Étude de- deux systémes 
simples de coordonnées tangentielles dans 
le plan: coordonnées paralléles et coor- 
' données axiales. 

Nouv. ann. de malhém. 3g, 1884,' 410 — 423, 
456—4701 516—522. 

Ooagne, M. d', Sur quelques propriétés 

générales des surfaces algébriques de 

degré quelconque! 

Paris, Acad. d. se, Comptes rendus 99, 1884, 
744-745. 

Ooagne, M. d\ Sur les courbes algébriques 
planes de degré quelconque. 

Paris, Acad. d. se, Comptes rendus 99, 1884, 
779—780. 

Farmentier, Probléme des n r eines. 

I Association frangaise pour Tavancement des 
Sciences. Congrés de Rouen (1883). 17 p. 

Peano, G., voir Genocchi, A. 

°Peitzner, P., Zwei bemerkenswerthe Glas- 
sen simultaner Differentialgleichungen zwi- 

schen drei Variabeln. Leipzig 1884. 
8^ III + 58 p. 

^esohka, G. A. V., Darstellende und pro- 
jective Geometrie. Band 3. Wien 1884. 

8° + Atlas in-fol. — [Compte i*cndu du tome 
2:j Arch. der Mathem. l^j, 1884; Litter. Ber. 
38-39. (H.) 

^Petersen, J., Analytisk Plangeometrie. Udg. 
2. Del I. Kjöbenhavn 1884. 8°. 

Pioard, B., Sur la forme des intégrales des 
équations différentielles du premier ordre 
dans le voisinage de certains points cri- 
tiques. 

Paris, Soc. mathém., BuUetin 12, 1884, 
48—51- 

°Plltz, A., Ueber die Häufigkeit' der Prim- 
zahlen in arithmetischen Progressionen und 



tiber verwandte Gesetze. Jena, Neuen- 
hahn 1884. 
8°, 48 p. 

Pirani, B., Uber ein Curvographon. 

Arch. der Mathem. 1,, 1884, 113 — 125. 

Pirondini, G., Sulle linee di curvatura e 
suUe sunerficie che ammettono una evo- 
luta comune. 

Giorn. di matem. 22, 1884, 272 — 303. 

Poinoaré, H., Sur les nombres complexes. 

Paris, Acad. d. se, Comptes rendus 99, 1884, 
740—742. 

°Prowe, L., Nicolaus Coppernicus. Band 2 : 
Urkunden. Berlin 1884. 8°. 

°Puokle, G. H., Conic sections and alge- 
braic geometry; with numerous example«r 
and hints for their solution. Edit. 5, 
revised. London 1884. 8^. 

Kaffy, L., Sur les transformations invari- 
antes des différentielles elliptiques. 

Paris, Soc. mathém., Bullet. 12, 1884, 51 — 71. 

Bayleigh, Les progrés de la physique. 

Revue scient. 84, 1884, 417—426. 

Hetali, V., Sopra una proprietå focale della 
parabola. 

Giorn. di matem. 22, 1884, 217 — 220. 

Beye, Th., Uber die Singularitätenflächen 
quadratischer Strahlencomplexe und ihre 
Haupltangentencurven . 
Journ. fltr Mathem. 97, 1884, 242 — 260. 

°Reye, Th., La geometria di posizione. 
Lezioni tradotte da A. Faifofer. Parte 
prima. Venezia 1884. 
8^, VIII + 249 p. 

^Riggenbaoh, A., Historische Studie Uber 
die Entwickelung der Grundbegriffe der 
Wärmefortpflanzung. Wissenschaftliche Bei- 
lage zum Bericht tiber das Gymnasium. 
Schuljahr 1883— 1884. Basel 1884. 

4°. 39 P- — [Analysc:] Zeitschr. fUr Mathem. 
29, 1884; Hist. Abth. 186. (C an tor.) 

Rink, H. J., Uber einige Abersche Inte- 
grale erster Gattung. 

Zeitschr. ftlr Mathem. 29, 1884, 272—283. 

Bodenberg, O., Einfache Gonstruction der 
Ellipse aus zwei conjugirten Durchmessern. 
Zeitschr. ftlr Mathem. 29, 1884, 255—256. 
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Bodet, L., Un exemple de calcul algébrique 
en persan. 

Bullet. des se. mathém. 8,, 1884, 245 — 254. 

Bohn, K., Ueber Flächen 4. Ordnung mit 
acht bis sechzehn Knotenpuncten. 

I Leipzig, Sächs. Gesellsch. d. Wissensch., Be- 
richte 1884. 9 p. 

Buelle, Ch. B., voir Cleonides. 

Sanio, Th., Uber Projectivität und partielie 
Differentialgleichungen in der Geometrie. 

Arch. der Mathem. 1,, 1884, 225 — 265. 

Soheeffer, L., Zur Theorie der Functionen 
r(z), P{z). Q(s). 

Journ. flir Mathem. 97, 1884, 230—241. 

Sohering, E., Zur Lösung der Keppler^schen 
Gleichung. 

Göttingen, Gesellsch. d. Wissensch., Nachrichten 
1884, 247—254. 

Sohirek, O., Zum Normalenproblem der 
Ellipse. 

Zeitschr. fUr Mathem. 29, 1884, 239—242. 

^Soholim, P., Uber eine geometrische Ver- 
wandtschaft und deren Ergebnisse in Ebene 
und Raum. Breslau 1884. 8°. 

Sohönemann, P., Uber die Verallgemei- 

nerung des Pythagoräischen Lehrsatzes 

und des Satzes Uber die Lunulae Hippo- 

kratis. 

Zeitschr. ftlr Malhem. 29, 1884, 306—310. 

Sohroeter, H., Teoremi relativi alle coniche 
iscritte, circoscritte e coniugate. Tradu- 
zione di G. Fazzari. 

Giorn. dl matem. 22, 1884, 262—271. 

^Sohumaoher, J., Zur Theorie der bi- 
quadratischen Gleichungen. Frauenstein 
1884. 4°. 

^Sohwering, K., Theorie und Anwendung 
der Liniencoordinaten in der analytischen 

Geometrie der Ebene. Leipzig 1884. 
8°, IV + 96 p. + 2 pl. 

Segre, O., Étude des différentes surfaces du 
4« ordre ä conique double ou cuspidale 
(générale ou décomposée) considérées 
comme des projections de Tintersection 
de deux variétés quadratiques de Tespace 
å quatre dimensions. 

Mathem. Ann. 24, 1884, 313—444. 



°Serret, J. A., Lehrbuch der Diflferential- 
und IntegraTrechnung. Deutsch bearbeitet 
von A. Harnack. Band i : Diflferential- 
rechnung. Leipzig 1884. 
8°, X + 567 p. 

Sexe, S. A.^ Lseren om de imaginaere St0r- 
relser betragtet fra et elementaert Stånd- 
punkt, samt om hvorledes man undgaar 
disse Sterrelser. 

Arch. for Mathem. og Naturv. 9, 1884, 225 — 
230. — Cf. ci-dessus col. 34. 

Simon, H., Bemerkung zu einer Dreiecks- 
aufgabe. 

Arch. der Mathem. 1,, 1884, 222 — 224. 

Simony, O., Ueber eine Reihe neuer That- 
sachen aus dem Gebiete der Topologie. IL 

Mathem. Ann. 24, 1884, 253—280 + u pl. 

^Smith, J. H., Treatise on arithmetic. 9. 
edit. London 1884.. 
8^ 378 p. 

Söderblom, A., Sur les fonctions elliptiques 
S{u) . 

I Upsala, Vet. Soc, Actn 13,, 1884. (4) 
+ 123 + (I) p. 

^Sonnet, H., Premiers elements du calcul 
infinitésimal. Edit. 3. Paris 1884. 
8^ VII + 355 P. 

Spinoza, B., »Stelkonstige reeckening van 
den regenboog» and »Reeckening van 
kanssen». Two nearly unknown treatises. 
Reimpression by D. Bierens de Haan. 
Leiden 1884. 

4®» (8) + 20 + 8 p. — Avec une préface de 
Téditeur. Le premier écrit a été publié å Graven- 
hage en 1687, le second est sans date ni lieu 
d'impression. 

Sporer, B., Eine Verallgemeinerung der 
Sätze von Pascal und Brianchon und das 
Problem von Castillon. 

Arch. der Mathem. 1,, 1884, 333 — 334. 

Staude, O., Ueber die Parameterdarstellung 
der Verhältnisse der Thetafunctionen 
zweier Veränderlicher. 

Mathem. Ann. 24, 1884, 281 — 312. 

Stevin, S., »Vande spiegeling der singconst» 
et »Vande molens» deux traités inédits. 
Reimpression par D. Bierens de Haan. 
Amsterdam 1884. 

4**» 130 P' — Avec une introduction par Téditeur. 
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Stieltjee, Sur un développement en frac- 
tion continue. « 

Paris, Acad. d. «€., Comptes rendus 99, 1884, 
508—509. 

StoU, Uber die Lage des Schwerpunktes 
im Viereck. 

Arch. der Mathem. 1,, 1884, 334 — 336. 

Stolz, O., Ueber unendliche Doppelreihen. 

Mathem. Ann. 24, 1884, 157 — 171. 

Struve, O., Alexei Sawitsch. 

Leipzig, Astronom. GeseUsch., Vierteljahrsschr. 
19, 1884, 165 — 171. — Notice biographique 
(avec portrait). 

Sylvester, J. J., Sur la resolution générale 
de Téquation linéaire en matrices d'un 
ord re quelconque. 

Paris, Acad. d. se, Comptes rendus 99, 1884, 
409—412, 432—43^- 

Sylvester, J. J., Sur les deux méthodes, 
celle de Hamilton et celle de Tauteur, 
pour résoudre Téquation linéaire en qua- 
ternions. 

Paris, Acad. d. se, Comptes rendus 99, 1884, 
473—476. 

Sylvester, J. J., Sur Tachévement de la 
nouvelle méthode pour résoudre l'équation 
linéaire la plus générale en quaternions. 

Paris, Acad. d. se., Comptes rendus 99, 1884, 
502—505. 

Sylvester, J. J., Sur Téquation linéaire tri- 
nöme en matrices d'un ordre quelconque. 

Paris, Acad. d. se, Comptes rendus 99, 1884, 
527—529. 

Sylvester, J. J., Sur la solution de Téqua- 
tion quadratique de Hamilton en quater- 
nions ou en matrices du second ordre. 
Paris, Acad. d. se, Comptes rendus 99, 1884, 

555-558- 

Sylvester, J. J., Sur les conditions de l'exis- 
tence de racines égales dans Téquation 
du second degré de Hamilton et sur une 
méthode générale pour résoudre une équa- 
tion unilaterale de n'importe quel degré 
en matrices d'un ordre quelconque. 

Paris, Acad. d. se, Comptes rendus 99* 1884, 
621-631. 

Sylvester, J. J., The genesis of an idea, 

' or story of a discovery relating to equa- 

tions in multiple quantity. 

Naturc (London) 31, 1884, 35—36. 



Tannery, P., Note sur la théorie des en- 
sembles. 

Paris, Soe mathém., Bulletin 12, 1884, 90 — 96. 

Tannery, P., Manuel Moschopoulos et Ni- 
colas Rhabdas. 

BuUet. des se mathém. 8,, 1S84, 263—277. 

Tannery, P., Domninos de Larissa. 

BuUet. des se mathém. 8,, 1884, 288 — 298. 

Tannery, P., Eutocius et ses contemporains. 

BuIIet. des se mathém. 8j, 1884, 3' 5 — 329. 

Tannery, P., Questions Héroniennes. 

BulIet. des se mathém. 8,, 1884, 329 — 344. 

Thomae, J., Das ebene Kreissystem und 
seine Abbildung auf den Raum. 

Zeitschr. ftlr Mathem. 29, 1884, 284—304. 

Tisserand, P., Notice sur Victor-Alexandre 
Puiseux. 

BuUet. des se. mathém. 8,, 1884, 234 — 245. 
— Cette notice a été lu, le 13 janvier 1884, a l^i 
réunion annueUe de la société des anciens élévcs 
de Técole normale. 

Torelli, G., Nicola Trudi. 

Giom. di roatem. 22, 1884, 304 — 307. — 
Notice biographique. 

BAU]^HK0-3AKAP^HK0, M. E., Bhpa- 

»EHIE nJ01Il,A;^H TPEyrOJfcHHKA BT» *yHK- 

I^IH ErO CTOPOH'1». 

Journ. elem. matem. 1, 1884, 49 — 52. — 
Vachtchenko-Zakhartchknko, M. E., Sur 
Texpression de Taire d'un triangie en fonction de 
ses cotés. [Notice historique.] 

BAmEHK0-3AXAPHEHK0, M. E., :3a- 

•M-BTKA O HEPIOjIiHHECKHXT» ;i,P0BaXT>. 

Journ. elem. matem. 1, 1884, 76—80. — 
Vaciitchenko-Zakhartchenko, M. E., Note 
sur les fraclions décimales périodiques. 

VanéJSek, J.-S. et M.-N., Sur Tinvolution 
des dimensions supérieures. 

Paris, Acad. d. se, Comptes rendus 99, 1884, 
742—744. 

WeiU, Sur les quadrilatéres qui ont leurs 
six sommets sur une cubique. 

Nouv. ann. de mathém. 3(, 1884, 401 — 410. 

Weill, Sur un biangle et un triangie formés 

par des arcs de cercles. 
Mathesis 4, 1884, 219. 

Wittstein, A., Uber einige, aus dem Ara- 
bischen entlehnte Sternnamen. 

Zeitschr. ftir Mathem. 29, 1884; Hisl. Ablh. 
169—174. 
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Viyanti, Q., Alcuni teoremi sulle funzioni 
intere. 

Giorn. di matem. 22, 1884, 243— * 261. 

^^Vogels, J., Scholia in Ciceronis Aratea 
aliaqiie ad Astronomiam perlinentia, e 
codice Musei Britann. Harleiane 647. 
Pars I. Crefeld 1884. 
4^ 25 p. 

°Völker, C, Die derivierten Curven der 
Hyperbel und die Lemniskate. Zweiter 
Art. Berlin, Mayer & Miiller, 1884. 4°. 

°Vollenweider, C, Uber eine Minimalfläche, 
Burgdorf 1884. 
8°, 35 p. 

^Zanten, L. v., Leiddraad voor de Theorie 

der Algebra. 2. verm. en verb. Driilc. 

Groningen 1884. 
8^ 88 p. 



^Zeppenfeld, S., Beitrag zur Projectijn der 
regulären Polyeder. Elberfeld 1884. 
4«, 14 p. + 3 pl- 



Berichte tiber die Preisaufgaben der König- 
lich Preussischen Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin. Préis der Steiner 'schen 
Stiftung. 

Berlin, Akad. d. Wisscnsch., Sitzungsber. 1884. 
748-751. 

Correspondance. [Extraits de lettres de MM. 
M. d'OcAGNE et H. Plamenevsky.] 

Nouv. ann. de mathém. 3,, 1884, 528—531. 

[Divers problémes proposés ou résolus.l 

Nouv. ann. de mathem. 3,, 1884, 423 — 430, 
436—456. 483—496, 53I--544- — Kjöbenhavn, 
Vidensk. Selsk., Oversigt 1884, (26)— (27) [Re- 
sumé IV— Vj. — Malhesis 4, 1884, 189—200, 
204 — 205, 206 — 216, 223, 225 — 232. — Journ. 
elem. matem. 1, 1884, 46 — 48, 63—64, 80—81, 
85 — 88, 109 — 112. — Upsala, Fys.-Mat. Fören., 
Förhandlingar 1884, n° 7 — II. — Bullet. des se. 
mathém. 8,, 1884, 298—312. 



RBFBRATB UND RBOBNSIONBN. — 

Jahrbuch Uber die Fortschritte der Mathe- 
matik herausgegeben von C. Ohrtmann. 
Band 14 (Jahrgang 1882). Heft. i. Ber- 
lin, Reimer 1884. 
8°, IV + 432 p. 



Acta Mathematica. Stockholm. 4°. 

[T. 1—2, •1882— 1883:] Bullet. des se. ma- 
thém. 8„ 1884; Revue 136— 171. (J. T.) — 
[T. 3, 1883:] Arch. der Mathem. 1,, 1884; 
Litter. Ber. 25 — 26. (H.) 

Annali di matematica pura ed applicata. 
2' serie. T. 11. Milano 1882— 1883. 4°. 

Bullet. des se. mathém. 8,, 1884; Revue 
189—194. 

Bardev, E., Zur Nachricht fiir Mathematiker, 
besonders Freunde meiner Aufgabensamm- 
lung. (Zeitschr. fUr math. und naturw. 
Unterricht XV.) 

Arch. der Mathem. 1,, 1884; Litter. Ber. 23. 

(HOPPE.) 

Benoist, a., Tables de logarithmes å six 
décimales construites sur un plan nouveau. 
Paris, Delagrave. 

Arch. der Mathem. 1,, 1884; Litter. Ber. 24. 
(H.) 



OOMPTBS RBNDUS BT ANALYSBS. 

Böklen, o., Analytische Geoipetrie des 
Raumes. L Theil. Die allgenieine Theo- 
rie der Flächen und Curven; die Eigen- 
schaften der Flächen zweiten Grades. 
II. Theil. Disquisitiones generales circa 
superficies curvas von C. F. Gauss, ins 
Deutsche tibertragen mit Anwendungen 
und Zusätzen. Die Fresnersche Wellen- 

fläche. Stuttgart, Koch 1884. 8^ 

Arch. der Mathem. 1,, 1884; Litter. Ber. 
38-39. (H.) 

Brockmann, F. J., Repetitions-Compendium 
uber alle Zweige der Eleraentar-Mathe- 
matik. Fiir Schtller der obersten Klasse 
der Gymnasien und Realgymnasien, sowie 
fiir Abiturienten und Lehrer der Mathe- 
matik. Stuttgart, Enke 1884. 8°. 

Arch. der Mathem. l^ , 1884; Litter. Ber. 
18-19. (H.) 

Bulletin de la société mathématique de 
France. Torne XL Paris 1883. 8°. 

Arch. der Mathem. 1,, 1884; Litter. Ber. 
26—27. (H.) • 

Bullettino di bibliografia e di storia delle 
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scienze matematiche e 
(1882). Roma. 4°. 

BttUet. des se. mathém. Sj, 1884; Revue 130— 
135. (C. H.) 

BuRMEiSTER, L., Grundziige der Reliefper- 
spective nebst Anwendung zur Herstellung 
relietperspectivischer Modelie. Als Ergän- 
zung zum Perspective-Unterricht an Kunst- 
akademien, Kunstgewerbeschulen und tech- 
nischen Lehranstalten. Leipzig, Teubner. 
8°. 

Zeitschr. ftlr Matheni. 29, 1884; llist. Abth. 

144 — 145. (C. RODENBKRG.) 

CoHEN, H., Das Princip der Infinitesimal- 
rechnung und seine Geschichte. F.in Ca- 
pitel zur Grundlegung der Erkenntniss- 
kritik. Berlin, Diimmler 1883. 8°. 

Zeitschr. fUr Matheni. 29, 1884; Hist. Abth. 
187 — 191. (S. GOnther.) 

Croxe, c, Om Fladerne af tjajrde Orden 
med Tilbagegangskeglesnit og deres Kon- 
turer, med saerligt Hensyn til Realitets- 
egenskaberne. Kjöbenhavn 1881. 8°. 

Bullet. des se. mathém. 8,, 1884, 313. 

Die Basler Mathematiker Daniel Bernoulli 
und Leonhard Euler, hundert Jahre nach 
ihrem Tode gefeiert von der Naturforschen- 
.den Gesellschaft zu Basel. Anhang zu 
Theil VII der Verh. d. Naturf. Gesellsch. 
zu Basel. Basel 1884. 8°. 

Zeitschr. fUr Malhem. 29, 1884; Hist. Abth. 
185. (Cantor.) 

FuHRMANN, W., Analytische Geonietrie der 
Kegelschnitte nach elementarer Methode 
fiir höhere Schulen. Berlin, Winckelmann 
1884. 8°. 

Zeitschr. fUr Mathem. 29. 1884; Hist. Abth. 
201-— 202. (Cantor.) — Arch. der Mathem. 
1,, 1884; Litter. Ber. 36—37. (H.) 

« 

Galopin-Schaub, Ch., Théorie des appro.xi- 
mations numériques. Notions de calcul 
approximatif. Geneve, Georg 1884. 

Arch. der Mathem. 1,, 1884; 1'itter. Ber. 31. 
(H.) 

Genocchi, a., Observations relatives å une 
note de M. Ménabrea concernant la serie 
de Lagrange. (Coraptes rendus des sé- 
ances de Tacadémie des sciences de Paris). 

Arch. der Mathem. 1,, 1884; Litter. Ber. 32. 
(H.) 



Genocchi, A., Intorno alla funzione r{x) 

e alla serie dello Stirling che ne esprime 

il logaritmo. — Ancora la serie dello 

Stirling. Napoli 1883. 4°. 

Arch. der Mathem. 1,, 1884; Litter. Ber. 3a. 
(H.) 

Glaisher, Various papers and notes (chiefly 
relating to elliptic functions) that have ap- 
peared in the Quarterly Journål of Mathe- 
matics and the Messenger of Mathematics 
during the years 1881 and 1882. Cam- 
bridge 1882. 8°. 

Bullet. des se. mathém. 8,, 1884, 261 — 263. 

Glinzer, E., Lehrbuch der Elementar-Geo- 
metrie. Dritter Theil: Trigonometrie. 
Hamburg, Nestler 1883. 8**. 

Arch. der Mathem. 1,, 1884; Litter. Ber. 
15—16. (H.5 

Gram, J. P., Unders0gclser angaaende Maeng- 

den af Primtal under en given Grsense. 

(Vidensk. Selsk. Skrifter 2,, 1884.) 

Kjöbenhcnjn, Vidensk. Selskab, Oversigt, 1884, 
14—22. (J. Pktkrsen.) 

Greve, A., Ftinfstellige logarithmische und 
trigonometrische Tafeln nebst einer gros- 
seren Anzahl von Hilfstafeln; Bielefeld, 
Velhagen 1884. 8°. 

Arch. der Mathem. 1,, 1884; Litter, Ber. 24. 
(IL) 

GuiCHARi), C, Théorie des points singuliers 
essentiels. Thése présentée å la faculté 
des sciences de Paris. Paris 1883. 4°. 

Bullet. des se. mathém. 8,, 1884. 281 — 284. 

Haas, C, Theilbarkeitsregeln fiir ein Zahlen- 
system mit beliebiger ganzer, positiver 
Basis. Wien 1883. (Jahresber. des Ma- 
riahilfer Gymn.) 

Zeitschr. fUr Mathem. 29, 1884; Hist. Abth. 
146. (Cantor.) 

Heger, R., Leitfaden fiir den geometrischen 
Unterricht. Zum Gebrauche an höheren 
Unterrichtsanstalten bearbeitet. Theil 3, 4. 

Zeitschr. fiir Mathem. 29, 1884; Hist. Abth. 

202 — 205.. (K. SCHWERING.) 

HeIberg, J. L., Die arabische Tradition der 
Elemente Euklid's. (Zeitschr. fUr Mathem. 
B. 29, 1884.) 

Revue scient. 84, 1884, 625—626. 

Hellwig, c., Uber die quadratischen und 
kubischen Gleichungen mit besonderer 
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Beriicksichtigung des irreduciblen Falles 
bei den letzteren. Erfurt, Villaret 1884. 

Arch. der Mathem. 1,, 1884; Litter. Ber. 33. 
(H.) 

Hess, E., Einleitung in die Lehre von der 
Kugeltheilung. Mit besonderer Beriick- 
sichtigung ihrer Anwendung auf die Theo- 
rie der gleichflächigen und der gleich- 
eckigen Polyeder. Leipzig, Teubner 1883. 

Zeitschr. ffir Matbem. 29, 1884; Hist. Abth. 
'33—137- (MiLiNOWSKi.) 

HoöEL, J., Essai critique sur les principes 

fondamentaux de la géométrie élémentaire 

ou commentaire sur les XXXII premiéres 

propositions des elements d'Euclide. Ed. 

2. Paris, Gauthier-Villars 1883. S^, 

Zeitschr. fUr Mathem. 29, 1884: Hist. Abth. 
200—201. (Cantor.) 

HuNRATH, K., Die Berechnung irrationaler 
Quadratwurzeln vor der Herrschaft der 
Decimalbriiche. Kiel, Lipsius 1884. 8°. 

ZeiUchr. fUr Mathem. 29, 1884; Hist. Abth. 
176. (Cantor.) 

Jacobi, c. g. J., Gesammelte VVerke, her- 
ausg. von K. Weierstrass. B. II. Berlin, 
Reimer 1882. 4°. 

Deutsche Litteraturz. 6, 1884, 1480 — 1483. 
(M. Simon.) 

Jordan, C, Cours d'analyse de 1 ecole poly- 
technique. T. 2: Calcul integral. Paris 

1883. 8°- 

BuUet. d. se. mathém. 8,, 1884, 225—226. 
(J. T.) 

Journal fiir die reine und angewandte Mathe- 
matik. T. 92. Berlin 1882. 4^ 

Hullet, des se. mathém. 8,, 1884; Kevue 
182—189. 

KiRCHMANN, J. V., Uber die Anwendbarkeit 
der mathematischen Methode auf die Phi- 
losophie. Ein Vortrag, nebst der dabei 
stattgehabten Discussion. (Philos. Vor- 
träge, herausg. von der philos. Gesellsch. 
zu Berlin, Neue Folge, Heft. 4). Ha'lle, 
Pfeffer 1883. 8^ 

Zeitschr. fiir Mathem. 29, 1884; Hist. Abth. 

195 — 196. (M. NOETHER.) 

KöSTLER, H., Leitfaden der ebenen Geo- 
ipetri^ fiir höhere Lehranstalten. Heft. i. 



Kongruenz. Aufl. 2. Halle, Nebert 1883. 
8*>. 

Arch. der Mathem. 1,, 1884; Litter. Ber. 14 — 
15. (H.) 

KrHI^EBHHl, A., OflBITb HOBArO BBE,^EHIfl 

Bl TEOMETPIK). C.-IlETEPByPrb 1883. 8°. 
Joum. elem. matem. 1, 1884, 45 — 46. — 
KouNZEViTCii, A., Essai d'une nouvelle introduc- 
tion k la géométrie. 

Kroman, k., Unsere Naturerkenntniss. Bei- 
träge zu einer Theorie der Mathematik 
und Physik. Ins Deutsche Ubersetzt unter 
Mitwirkung des Verfassers von R. von 
Fischer-Benzon. Kopenhagen, Höst 1883. 
8^ 

Zeitschr. ftir Mathem. 29, 1884; Hist. Abth. 

191 — 194. (M. NOETHER.) 

KuMMELL, C. H., Alignment curves on any 
surface, with special application to the 
ellipsoid. — The theory of errors practi- 
cally tested by target-shooting. (BuU. of 
the Philos. Soc. of Washington T. 6.) 

Arch. der Mathem. 1,, 1884; Litter. Ber. 
35-36. (H.) 

Lagrange, c, Demonstration élémentaire 
de la loi supréme de Wronski. 

BruxtUes, Acad. de Belgique, Bulletin 8,, 
1884, 165—172. (P. Mansion.) 

LoNGCHAMPS, G. DE, Géométrie analytique å 

trois dimensions. Paris, Delagrave 1884. 
Mathesis 4, 1884, 224. 

Marx, W., Lehrbuch der darstellenden Géo- 
métrie. Erster Abschnitt: Die Methode 
der rechtwinkligen Projektionen und ihre 
Anwendung zur graphischen Bestimmung 
von Punkten, Geraden, P^benen und der 
von ihnen begrenzten Körper, sowie zur 
Lösung von Aufgaben liber die gegen- 
seitige Lage dieser Objekte. Dritte, um- 
gearbeitete und durch BeifUgung von Auf- 
gaben vermehrte Auflage des I. Bändes 
von F. A. Klingenfelds Lehrbuch der 
darstellenden Géométrie. Nlirnberg, Korn 
1884. 8^ 

Arch. der Mathem. 1,, 1884; I-itter. Ber. 
39—40. (H.) 

Mathematische Annalen. T. 19. Leipzig, 
Teubner 1882. 8°. 

Bullet. des se. mathém. 8,, 1884; Kevue 123 — 
130. (A. H.) 
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Mélanges Graux. Recueil de travaux d'éru- 
dition classique dédié å la mémoire de 
Charles Graux. Paris, Thorin 1884. 

Revue scient. 34, 1884, 626—627. — Ana- 
lyses de notes sur Thistoire des mathématiques de 
MM. J. L. Heiberg, F. Blass, A. de Rochas 

d'AIGLON et BoUCHé-LECLERCQ. 

Menger, J., Lehrbuch der darstellenden Geo- 
metrie fiir Oberrealschulen. Wien, Höl- 
der. 8^ 

Zeitscbr. ftir Mathem. 29, 1884; Hist. Abth. 

142—144. (C. RODENBERG.) 

Meyer, F., Apolarität und rationale Curven. 
Eine systematische Voruntersuchung zu 
einer allgemeinen Theorie der linearen 
Räume. TUbingen, Fues 1883. 8°. 

Arch. der Mathem. 1,, 1884; Litter. Ber. 
34-35. (H.) 
Narducci, E., Intorno a due trattati d*abaco. 

(Bullett, di bibliogr. d. se. matem., T. 15.) 
Revne scient. 84, 1884, 630. 

Narducci, E., Sur un manuscrit du Vatican. 
(Bullet. des se. mathém.' 2' serie, T. 7, 

1883.) 
Revue scient. 84, 1884, 630 — 631. 

Oversigt över det kongelige Videnskabernes 
Selskabs Forhandlinger. 1877 — 1883. 
Kjöbenhavn. 8°. 

Bullet. des se. mathém. B,, 1884; Revue 
171— 173. 

Perozzo, L., Neuc Anwendungen der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung in der Statistik, 
insbesondere bei der Vertheilung der Ehen 
nach dem Lebensalter der Ehegatten. 
Deutsch bearb. von O. Elb. Dresden, 
Knecht 1883. 4°. 

Zeitschr. fttr Mathem. 20, 1884; Hist. Abth. 
198—199. (Cantor.) 

Poske, F., Die Erklärung des Regenbogens 

bei Aristoteles. (Zeitschr. fiir Mathem. 

B. 28, 1883.) 

Revue scient. 84, 1884, 625. 

Prix, E., Elemente der darstellenden Geo- 
metrie. Th. i : Darstellung von Raum- 
gebilden durch orthogonale Projection. 
Th. 2 : Schnitt^ von Ebenen und krum- 
men Flächen. Schiefwinklige und axo- 
nometrische Projectionen. Centralprojec- 
tion. Leipzig, Teubner 1883. 

Zeitschr. fUr Mathem. 20, 1884; Hist. .M>ih. 

140—142. (C. RODENBERG.) 



Rad au, R., Tables de Tintégrale tp(Z), 
(Annales de lobservatoire de Paris; Mé- 
moires, T. XVIII). Paris 1883. 4°. 
Bullet. astronom. 1, 1884, 448 — 449. 

Radau, R., Sur le développement de Tex- 

pression (i — 202 + a')~*. (Annales de 

Tobservatoire de Paris; Mémoires, T. 

XVIII). Paris 1883. 4^ 

Bullet. astronom. 1, 1884, 449 — 450. — Bullet. 
des se. mathém. 8,, 1884, 284 — 285. 

Reuchle, c., Die Deck-Elemente. Ein Bei- 
trag zur descriptiven Gepmetrie. Stutt- 
gart, Meteler. 8**. 

Zeitschr. fUr Mathem. 2d, 1884; Hist. Abth. 

137 — 140. (C. RODENBERG.) 

Reuschle, c, Graphisch-mechanische Me- 
thode zur Auflösung der numerischen 
Gleichungen. Stuttgart, Metzler 1884. 

Liter. Centralbl. 1884, 1326. (G— L.) — Arch. 
der Mathem. 1,, 1884; Litter. Ber. 30—31. (H.) 

Rex, F. W., Funfstellige Logarithmen-Ta- 
• feln. Heft i, 2. Stuttgart, Metzler 1884. 

Deutsche Litteraturz. 6, 1884, 1354 — 1355. 
(SCHUBERT.) ' — Arch. der Mathem. 1,, 1884; 
Litter. Ber. 25. (H.) 

Salmon, g., Traité de géométrie analytique 
(courbes planes) destiné å faire suite au 
traité des sections coniques. Ouvrage 
traduit de Tanglais par O. Chemin, et 
suivi d'une étude sur les points singuliers 
par G. Halphen. Paris, Gauthier-Villars 
1884. 8^ 

Deutsche Litteraturz. 5, 1884, 1318 — 13 19. 
(M. P.ASCH.) 

ScHLEGEL, V., Theorie der homogen zu- 
sammengesetzten Raumgebilde. Halle 
1883. (Nova acta acad. ^.eop.-Carol. 
B. 44, n° 4). 

Zeitschr. fUr Maihem. 20, 1884; Hist. Abth. 
123—129. (E. IIi-.ss.) 

ScHOBLOCH, J. A., Uber Beta- und Gamma- 
functionen. Halle, Nebert 1884. 4°. 

Arch. der Maihem. 1^ , 1884; Litter. Ber. 
28—30. (H.) 

ScHOUTE, P. H., Over een bijzondere krom- 
me van den vierden graad met drie 
dubbelpunten. 

Bullet. des. se. mathém. 8«, 1884, 278—280. 
(E. D.-W.) 

ScHUBERT, H., Sammlung von arithmetischen 
und algebraischen Fragen und Aufgaben 
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verbunden mit einera systematischen Auf- 
bau der Begriffe, Formeln und Lehrsätze 
der Arithmetik, fiir höhere Schulen. Pots- 
dam, Stein 1-883. S°- 

Arch. der Matheni. 1,, 1884; Litter. Ber. 
21 — 22. (H.) 

ScHUBRiNG, G., Zur Erinnerung an die 
Gregorianische Kalenderreform (October 
158^). Halle a. S. 1883. 8^ 

Zeitschr. Tlir Mathem. 2d, 1884; Hist. Abth. 
180. (C AN TOR.) 

Smolik, F., Elemente der darstellenden Geo- 
metrie. Ein Lehrbuch fur Oberrealschulen. 
Prag, Tempsky. 8°. 

Zeitschr. ftir Mathem. 20, 1884; Hist. Abth. 

145 — 146. (C. RODENBERG.) 

Spieker, Th., Lehrbuch der Geometrie mit 
Ubungs-Aufgaben fiir höhere Lehranstal- 
ten. Anfl. 16. Potsdam, Stein 1884. 8°. 

Arch. der Mathem. 1,, 1884; Litter. Ber. 
17—18. (H.) 

Tamchyna, F., Sammlung von Beispielen 
in besonderen Zahlen zur analytischen 
Geometrie der Kegelschnitte. Prag, Storch 
1884. • 

Arch. der Mathem. 1,, 1884; Litter. Ber. 37. 
(H.) 

Tannerv, P., Aristarque de Samos. (Mém. 
de la soc. d. se. phys. de Bordeaux. T. 
5, 1883). 

Revue scient. 34, 1884, 626—627. 

Tannery, P., La stéréométrie de Héron. 
(Mém. de la soc. d. se. phys. de Bor- 
deaux. T. 5, 1883). 

Revue scient. 84, 1884, 627—628. 

Tannery, P., Études héroniennes. (Mém. 
de la soc. d. se. phys. de Bordeaux. T. 

Revue scient. 34, 1884, 628—629. 

Tannery, P., Serenus d'Antissa. (Bullet. 
des se. mathém. 2* serie, T. 7, 1883.) 
Revue scient. 34, 1884, 629. 

Tidsskrift for Mathematik. 3^ (1879) — 
6^(1882); 1^(1883). Kjöbenhavn. 8°. 
Bullet. des se. mathém. 8,, 1884; Revue 
174—182. 



ToMASELLi, G., Esercizii suUe equazioni diflfe- 
renziali. Con introduzione di F. Brioschi. 
Milano, Hoepli 1883 8*'. 

Zeitschr. fUr Mathem. 29, 1884; Hist. Abth. 
199—200. (Cantor.) 

Vachtchenko-Zakhartchenko, M. E., Con- 
sidérations sur le développement des ma- 
thématiques depuis les temps les plus 
reculés jusqu'au XV* siécle. (Mém. de la 
soc. d. se. phys. de Bordeaux. T. 5, 1883.) 

Revue scient. 34, 1884, 631. 

Valentiner, H., Bidrag til Rumkurvernes 
Theori. Kjöbenhavn 1881. 8°. 

Bullet. des se. mathém. 8*, 1884, 314. 

>j^Weissenborn. H., Die irrationalen Quadrat- 
wurzeln bei Archimedes und Heron. Ber- 
lin, Calvary 1883. 

Liter. Ccntralbl. 1884, I164—- 1165, (— z— r.) 

Weyr, E., Die Elemente der projectivischen 
Geometrie. Erstes Heft. Theorie der 
projectivischen Grundgebilde erster Stufe 
und der quadratischen Involutionen. Wien, 
Braumiiller 1883. 

Arch. der Mathem. l^, 1884; Litter. Ber. 34. 
(H.) 

WuNDT, W., Logik. Eine Untersuchung der 
Principien der Erkenntniss und der Me- 
thoden wissenschaftlicher Forschung. B. 
2: Methodenlehre. Stuttgart, Enke 1883. 
8°. 

Zeitschr. ftir Mathem. 29, 1884; Hist. Abth. 
196 — 198. (Cantor.) 

Zeuthen, H. g., Grundriss einer elementar- 
geometrischen Kegelschnittslehre. Leipzig, 
Teubner 1882. 

Zeitschr. ftir Mathem. 29, 1884; Hist. Abth. 

129—133. (K. SCHWERING.) 



Mathematisches Abhandlungsregister. 1883. 
Erste Hälfte: i. Januar bis 30. Juni. 

Zeitschr. fUr Mathem. 29, 1884; Hist. Abth. 
149—168. 

[Listes d'ouvrages récemment publiés.] 

Zeitschr. Air Mathem. 29, 1884; Hbt. Abth. 
147—148, 206—208. — Biblioth. Mathem. 1884, 
49 — 78. — Bullett, di bibliogr. d. se. matem. 
16 (1883), 719— 768. — J^uv. ann. de malhém. 
3,, 1884, 482. —Arch. der Mathem. 1,, 1884; 
Litter. Ber. II, III. 
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BBNUTZTB SAMMBLSCHRIPTBN. — RBCUBILS DÉPOUILLÉS. 



Amsterdam. Nieuw Archief voor Wiskunde 
[publié par >Wiskundig Genootschap»]. 8°. 

10 : 2. 

Baltimore, John Hopkins university circulars. 

4 • 

3 : 28—32. 

Berlin, Mathematische und naturwissenschaft- 
liche Mittheilungen aus den Sitzungsberich- 
ten der königlich preussischen Akademie 
der Wissenschaften. 8°. 
1884: 1—7. 

Bruxelles, Annuaire de Tobservatoire royale 
de Bruxelles. 16°. 
61 (1884). 

Bruxelles, Bulletin de Tacadtfmie royale des 
Sciences, des lettres et des beaux-arts de 
Belgique. 8**. 
7, (1884,) : 1—6. 8, (1884,) : 7—8. 

Göttingen, Nachrichten von der Königlichen 

Gesellschaft der Wissenschaften und der 

Georg-Augusts-Universität zu Göttingen. 

8°. 

1884 : I — 9. 

Helsingfors, Acta societatis scientiarum 
Fennicge. 4^ 
13. 

Kjöbenhavn, Oversigt över det Kongelige 
Danske Videnskabernes Selskabs Forhand- 
linger, og dets Medlemmers Arbeider. 8°. 

1884 : I — 2. 

Leipzig, Vierteljahrsschrift der astronomi- 
schen Gesellschaft. 8°. 
10 (1884) : 1—3- 

London, Proceedings of the London ma- 
thematical society. 8°. 
N:o 209—228. 

Moskwa, MatemathheckiS cbophuki», m3- 



KUMi» OBii^ECTBOHi». [Recueil mathéma- 
tique publié par la société mathématique 
de Moscou.] 8°. 

11 : 3. 

Napoli, Rendiconto dell* accademia delle 
scienze fisiche e matematiche. 
23 (1884): 1—7. 



Paris, Annales scientifiques de Técole nor- 
male supérieure publiées sous les auspices 
du niinistre de Tinstruction publique, par 
un comité de rédaction composé de MM. 

les maltres de conférences de Técole. 4°. 

1, (1884): I— 10. 

Paris, Bulletin de la société mathématique 

de France publié par les secrétaires. 8°. 
12 (1884): 1—3. 

Paris, Comptes rendus hebdomadaires des 
séances de' Tacadémie des sciences. 4°. 

08 (1884,) : 1 — 26. — 90 (1884,) : i — 19. 

PHershourg, Mémoires de Tacadémie im- 
périale des sciences de St.-Pétersbourg. 4**. 

31, : 9. 14. — 32, : 3— 4. H- 

PHershourg. Bulletin de Tacadémie impériale 
des sciences de S:t Pétersbourg. 4°. 
20 (1884) : 2-3. • 

Roma, Atti della R. accademia dei Lincei. 4°. 
8, (1S83— 1884): I 15. 

Stockholm, Bihang till kongl. Svenska Ve- 
tenskaps-akademiens handlingar. 8°. 
8 : 1—2. 

Stockholm, Kongl iga Svenska Vetenskaps- 
akademiens handlingar. 4^. 
IO4 (1881): I. 

Stockholm, Öfversigt af kongl. Vetenskaps- 
akademiens förhandlingar. 8°. 

40 (1883) : 7—10. 41 (1884) : i— 3- 

Upsala, Fysisk-matematiska föreningens för- 
handlingar. 8°. 

1 884 : I — 1 1 . 

Vcnezia, Atti del reale Istituto Veneto di 
scienze, lettere ed arti. 8®. 

2. (1883-1884): 1—9. 

Acta Mathematica. Zeitschrift herausgegeben 
von — journal rédigé par G. Mittag-Leff- 
LER. Stockholm. 4®. 

3:2—4. 4:1—4- 6 : i— 3- 



ÄABAEMUfi MOCKOBCKHMi» MATEMATMHEC- American Journal of Mathematics. Published 



under the auspices of the John Hopkin's 
university by S. Nkwcomb and Th. Craig. 
Baltimore. 4°. 

6 : 3—4- 7:1. 

Annali di matematica pura ed applicata di- 
retti da F. Brioschi. Milano. 4°. 
12. : 1—3- 
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Annals of Matbematics. Ediled by O. Stone 
and VV. M. Thornton. Virginia (Cin- 
cinnati). 4°. 
1: I. 

Archiv der Mathematik und Physik mit be- 
sonderer Riicksicht auf die Bediirfnisse 
der Lehrer an höheren Unterrichtsanstal- 
ten. Fortgesctzt von R. Hoppe. Leip- 
zig. 8°. 

70:4. l2- '— 3- 

Archiv for Mathematik og Naturvidenskab. 

Udgivet af S. Lie, W. Muller og G. O. 

Särs. Kristiania. 8°. 
9 : 1—4. 
Bibliotheca Mathematica. Herausgegeben von 

— rédigée par G. Eneström. Stockholm. 

4 • 

1884 : 1—3- 

Bulletin astronomique publié sous les aiispi- 
ces de Vobservatoife de Paris par F. 
Tisserand. Paris. 8°. 
1 (1884): I— 10. 

Bulletin des sciences mathématiques et astro- 
nomiques rédigé par G. Darboujc, J. Houel 
et J. Tannery. Paris. 8®. 
8, (1884) : I — II. 

Bulléttino di bibliografia e di storia delle 
scienze matematiche e fisiche pubblicato 
per B. BoNCOMPAGNi. Roma. 4®. 

16 (1883) : 3—12. 17 (1884) : I. 

Crönica ciéntffica. Revista internacional de 

ciencias. Director: R. RoiG v Torres. 

Barcelona. 8®. 
7 (1884): 146—166. 

Deutsche Litteraturzeitung. Herausgegeben 
von M. RoEDiGER. Berlin. 4°. 
5 (1884): 1—42. 

Giornale di matematiche ad uso degli stu- 

denti delle universitä italiane pubblicato 

per cura di G. Battaglini. Napoli. 8^ 
22 (1884) : I — 10. 

Göttingische gelehrte Anzeigén; unter der Auf- 

sicht der Königl. Gesellschaft der Wissen- 

schaften. Göttingen. 8°. 
1884 : 1—20. 

Jornal de sciencias mathematicas e astrono- 
micas publicado pelo Dr. F. Gomes 
Teixeira. Coimbra. 8°. 
0:3-5- 



Journal de mathématiques pures et appli- 
quées publié par H. Resal. Paris. 4®. 
10, (1884) :i — 10. 

JKyPHAJTTb 3JIEMEHTAPH0fl MATEMATHKH, H3- 

;i,ABAEMMfi B. IL Epmakobhmtb. Kiebt». 
[Journal des mathématiques élémentaires 
rédigé par V. P. Ermakoff.] 8°. 
1 (1884): 1—5- 

Journal fiir die reine und angewandte Mathe- 
matik. Herausgegeben voa L. Kronecker 
und K. Weierstrass. Berlin. 4**. 
96: 1—4. 07 : I— -3- 

Literarisches Centralblatt fiir Deutschland. 
Herausgeber und verantwortlicher Redac- 
teur Fr. Zarncke. Leipzig. 4®. 
1884 : 1—39- 

Mathematische Annalen, herausgegeben von 
F. Klein und A. Mayer. Leipzig. 8®. 
23 : 1—4. 24 : 1—3. 

Mathesis. Recueil mathématique ä Tusage des 

écoles spéciales et des établissements d'in- 

struction moyenne, publié par P. Mansion 

et J. Neuberg. Gand. 8®. 
4 (1884): I— II. 

Nordisk Revy. Tidning för vetenskaplig 

kritik och universitets-angelägenheter, ut- 

gifven af A. Noreen. Upsala. 4°. 
1(1883-1884): 9— 16. 2(1884—1885): I. 

Nouvelles annales de mathématiques. Journal 
des candidats aux écoles polytechnique et 
normale rédigé par GÉrono et Ch. Brisse. 
Paris. 8*^. 
3, (1884): I— 10. 

The Quarterly Journal of pura and applied 
mathematics. Edited by N. M. Ferrers, 
A. Cavlev and J. W. L. Glaisher. Lon- 
don. 8^ 
20 (1884) : 77—78. 

Revue scientifique. Directeur: Charles 
RiCHET. Paris. 4**. 
33 (1884,) : 1—26. 34 (1884,): 1—20. 

Tidsskrift for Mathematik. Udgivet af J. 
P. Gram og H. G. Zeuthen. Kjöben- 
havn. 8^ 
2. (1884)- 1-3. 
Zeitschrift fiir Mathematik und Physik her- 
ausgegeben von Ö. ScHLÖMiLCH, E. Kahl 
und M. Cantor. Leipzig. 8^ 
29 (1884) : 1—5 + Supplement. 
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WISSBNSOHAPTLIOHB tJBBRSIOHT. — TABLB MÉTHODIQUB. 



Die Ziffern i, 2, 3, 4 bezeichnen die 
Nummer der Bibliotheca Mathematica, 
wo die Schrift des fraglichen Verfassers an- 
gezeigt ist. 

I. Oeschichte nnd Philosophie. — Histoire et 

philosophie. 

Appell I. Arcais 2. Auwers3. Barbier 4. 
Bertrand 4. Betham-Edwards 2. Boncom- 
pagni 3, 4(4). Burckhardt 2(2). Cleonides 4. 
Darboux 2. De la Roche 2. Die Basler Ma- 
thematiker 2. Doebner 4. Edgren 3, 4. Ene- 
ström 2, 3, 4. Euclides 3. Favaro 1,3. Fuchs 
3. Gauss I. Genocchi 2. Girard 4. Heiberg 
I, 3, 4. Henry i. Hermann 4. Hossfeld 3. 
Jacoli 3. Jamin 4. Kinkelin 2. Kroman 2. 
Laguerre 2. Lalanne 3. Leibniz 2, 4. Lin- 
demann 4. Mansion 2. Marre 3. Menabrea3. 
Mydorge 3. Narducci 3, 4. Newton 4. Peters 

3. Picard 2. Poincaré i. Prowe 4. Rodet 4. 
Rose 2. Rudio 3. Spinoza 4. Steinschneider 
3(a). Stevin 4. Stiattesi 3. Struve 4. Suter 3. 
Sylvester 4. Tannery 2, 3, 4(4). Tisserand 4. 
Torelli 4. Tucker 2. Uzielli 3. Vachtchenko 

4. Wittstein 4. 

Ahlbom 2. Allman 3. Barnard 3. Bierens 
de Haan 2, 4. Boer 3. Cayley i, 2. Cuadra- 
tura 4. Giesel 4. Heller 3. Hoppe 4. Hun- 
rath 3. Johnsson 3. Lalanne 3. L^école nor- 
male 2. Lepsius 3. Mahler 2. Mansion 3. 
Marie 2, 4. Neovius 3. Rayleigh 4. Riggen- 
bach 4. Rodet 3. Rosenberger 3. SeelhofFi. 
Tannery i, 2. Vachtschenko 2, 3. Weyr 3. 
Vogels 4. 

Benson 4. Duhring 3. Faure 3. Frege 4. 
Haberland 2. Hoiiel 3. Jahn 3. Simony 2. 



n. Elementar-Mathematik. — Hathématiqnes 

élémentaires. 



Adam 2. Agiies 3. Antonelli 3. Albrecht 
2. Baltzer 2. Bång 3. Bellacchi 2. Benneder 
2. Bergmans 3, 4. Bertrand 4. Bogajevskij 
4. Böklen 2(2). Brocard 3. Brockmann 3. 
Cain 4. Catalan 2. Cercignani 3. Cerebo- 



Les chiffres i, 2, 3, 4 indiquent le nii- 
méro de la Bibliotheca Mathematica 
ou est mentionné lécrit de 1 aiiteur en 
question. 

tani 2. Colomb i. Comberoiisse 4. Ermakoff 
3(2), 4(7). Estrany 3. Fuss 3. Gelz 2. Goffart 

1. Greve 2. Griinwald 3. Hain 3. Hels 4. 
Hoch 2. Houzeau 1(2). Howard 2. Kauff- 
mann 2. Kiseleff 4. Kleyer 3(3), 4. Koenen 

2. Xoimzewitch 4. Krämer 4. La Frémoire 

2. Lagout 4. Lange 4. Laser 3. l^aw 3. Le- 
moine 4. Lieber 3. Low 3, 4. Lucas 4. 
Luvini 3. Mack 2. Mackay 4. Manoujloff 4. 
Mansion i. Martus 3. Mister 2, 3. Muller 3. 
Nagel 2. Nikouljzeff 4. Nyström 2. Pellet3. 
Piper 3. Ramsay 2. Rebiére 2. Reidt 2, 3. 
Rex 2(2). Rossmanith 2. Saccani 3. Sachse 3. 
Saint-Germain i. Sammlung 3. Schader 2. 
Schlömilch 2. SchÖnemann 2. Schreiner 2. 
Schubert 3. Schurig 3. SeideHn 3. Sergent 

3. Servais 2. Sexe 2, 4. Smith, Ch.' 3. Smith, 
J. H. 4. Smits 2. Sohlberg 2. Spickernell 2. 
Spieker 3. Steen 3. Stoll 4. Vachtchenko 4. 
Vacquant 3. Walberer 3. Van der Berg 1(3). 
Zanten 4. 

m. Theorie der Oleichungen und höhere Al- 
gebra. — Théorie des équations et algébre 

supérienre. 

André 1(4). Arzilla 3. Autonne 1,4. Bar- 
bier 3. Bardey3. Bartl 3. Berloty 4. Besso 

4. Biehler 3(2). Borenius 3. Brioschi 3. Cay- 
ley 3, 4(4). Colburn 3. Farkas i. Ferreira 2. 
Franklin 2. Frattini 3, 4. Galopin-Schaub 

2. Görg 4. Hamilton 2. Hathaway 2. 
Heaton3. Hellwig 3. Hirst i. Igel 2. Jon- 
quiéres 3(3), 4. Kapteyn i. Klein 3(2). Kne- 
ser 2. Krazer 4. Kronecker 2, 3, 4. La- 
guerre I, 2(2). Lalanne 4. Lefébure 1(2). Lin- 
(lemann 4. MacMahon 4. Margerie 1(2). Mc 
Clintock 2. Méray4. Molk 3. Mor 3. Muller 
4. Nell 4. Oxford 2(2). Pellet 3. Perott 3. 

3. Poincaré 4. Radau 3. Reuschle 2. Ro- 
sanes 2. Sanio 2. Sawin 3. Schering 4. 
Schumacher 4. Segre 2, 3. Stephanos 2. Syl- 
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vester i(3\ 2(4>, 3(4^, 4(6). Tait 2. Tannery 3. 
Tardy 3. Thiele 2. Thieme 2. Thomson 2. 
Weiler 3(2). Veronese 2. Weyr 2. 3(2). 



IV. Zahlentheorie. — Théorie des nombres. 

Bacas 3. Bougajeff 4. Brocard i. Catalan 

3, 4. Cayley 4. Cesaro 4. Desboves 3. Ely 
2(2). Ermakoff 4(3). Frolow 4. Genocchi 1(2). 
Glaisher 2, 3. Gram 3. Hathaway 2, 3. Hen- 
sel 4. Hermite 2, 3. Hurwitz i. Jenkins 2(2), 

4. Johnsson 3. Jonqiiiéres 2, 3. Koenigs 4. 
Kronecker 3(a). Kriiger 2. Lagucrre i. Meis- 
sel 3. Parmentier 4. Piltz 4. Realis i, 3. 
Stieltjes 2(2), 4. Zeller 3. 



V. Wahrscheinlichkeitsreohntmg und Oombina- 
tionslehre. — Théorie des probabilités et des 

combinaisons. 

André 3(2). Beaujon 3. Catalan 4. Cesaro 
2,3. Czuber3. Ermakoflr4. Forest 2. Fortey 
3. Hagen 2. Helm 4. Kuttner 4. Lampe I. 
Lemoine 2. Merriman 3. Piitz 3. Roth i. 
Seelhoff 2(2). Vollers 2. 



VI. Théorie der Reihen und der Producte. — 
Théorie des snites et des produits. 

Beau 2. Biichwaldt 3. Catalan i. Frank- 
lin 2. Hermes 3. Höldcr 4. Jenseil 3(2). Kö- 
nig 2(2). Lipschitz I, 4. MacMahon 2. Malm- 
sten i. Mansion 4. Mellini. Méray3. Meyer 
2. Ocagne i, 4. Phragmén 2. Poincaré 3. 
Radicke 3. Stolz 2, 4. Voss 3. 



Vn. Infinitesimalreohnnng. — Oalcul infini- 

tésimal. 

Areals 2. Bassani 4. Belanger 2. Besso 4. 
Bettazzi 3. Boussinesq 4. Cabedo 3. Catalan 
3. Cauchy4. Cavallin2. Condorceti. David 
;J. Uarboux 2. du Bois Reymond 3. Elliot 2. 
Enneper 3. Ermakoff 3. Floqiiet i, 3. F. 2. 
(ienocchi 4. Gilbert 4(2). Giuliani 4. Goursat 
1(2), 2, 3, 4(2). Graf 4. Guld berg 3, 4. Gyldén 
3. Halphen 1^2), 4. Hathaway i. Hedelius 2. 
Heyniann 4. Ibach 2. Joel 2. Johnson 2. 



Juhel-Rénoy 3. Kapteyn i. Klein 3. König 
3(2). Königsberger i, 2. Kowalevski i, 3(2). 
Kronecker 3(2). Lagrange 3. Laiirent 3. Lévy 
I. Lie 4. Lindstedt 2. Liouville 1(2), 2. Man- 
sion 4. MarkofF4. Neumann 4. Noether 2, 3. 
Ocdgne 2. Peitzner 4. Pellet 3. Pincherle 3. 
Poincaré i, 2, 3. Raffy 4. Ricci 2(2). Rice 2. 
Rink 4. Russell 3. Scheeffer 2. Schellbach 
3. Schwarz I. Serret 4. Sersawy 3. Sonine i. 
Sonnet 4. Sparre i. Spitzer 2(2). Steen i. 
Tardy 3. Thomé 3. VåJyi 2. Williamsoh 2. 
Winckler 2. Volterra 3. Voss i. 



VIII. Functionenlehre. — Théorie des fonctions. 

Appell 1,3. Arzelå 4. Backlund 4. Besso 
4(a). Bougajeff 2. Boukrejeff3. Bouniakow- 
sky 3. Brioschi 2. Callandreau 3. Caspary 
I, 3, 4. Cayley 3. Cesaro 2(2), 3, 4(3). Craig 
2(3). Daniels i, 2, 4. Engel 4. Farkas 3. 
Fischer 3. Frobenius 2, 3, 4. Fuchs 3. Ge- 
genbauer 2. Giuliani 4. Glaisher 3. Goursat 
I. Griffiths 3(3), 4. Hamack i, 4. Hermite 
I, 3. Heymann 3. Holzmiiller 2. Hoppe i. 
Johnson 2. Krause i(a). Krazer i. Lagrange 

3. Laguerre i. Lamb i, 2. Letnikoff 2. Lie 

4. MacMahon 2(2). Mansion i, 2, 4. Ma- 
soni 4. Mellin i, 4. Méray 3. Mittag-Leffler 
I, 2(3). Muller 4. Noether 2, 3, 4. Picard 
i<4), 2(3), 3, 4. Pincherle 2(2), 3. Poincaré 1(3), 

3. Prym 1(2). Radau i. Rausenberger 2. 
Scheeffer i, 3, 4. Schobloch 2. Schroeter 3. 
Schumann i. Silva 2. Söderblom 4. Staude 

4. Stolz I. Stuart2. Sturm 2. Sylvester 2(2). 
Thomae 2. Weierstrass 1(2), 3. Veltmann i. 
Wiltheiss 2. Vivanti 4. Worpitzky i. 



IX. Analytisohe und synthetisohe Oeometrie. — 
Oéométrie analytique et synthétiqne. 

Alth 4. Bissing 2. Buchheim 3. Cantor 1, 
2. Clariana 3. du Bois Reymond 3. Harnack 

1. Killing 4. Phragmén i, 2. Rhenius 3. 
Scheeffer 2. Tannery 4. 

Ameseder 3. Aparici 4. Artzt 4. Aschieri 

2. Astor 2. Barbarin I, 2, 4. Bazala 4. Beyel 
2, 3, 4. Biehler 3. Biermann 2. Bissing 2, 3(2). 
Bock 4. Böklen 2(3), 3. Borletti 4. Brocard 



121 



Bibliotheca Mathenmtica 1884, N:o 4 



4. Boset 3. Brioschi 2. Briot 2. Cardinaal 
Ka). Cassani 2. Cayley i. Cesaro 2, 4(2) 
Clark 4. Correa 3. Cottilon i. Crone 2 
r3avis 3. Del Pezzo 3. Del Re 3, 4. Dino 4 
Döiholt 2. Doucet 3, 4. Ehlert 3. Engel i 
Enneper 4. Falisse 3. Faure 2(2). Fiedlér 4 
Franke 3. Fuhrmann 3. Gandtner 2. Gar 
bieri 3. Gauss 3. Genese i. Genocchi i, 2 
Greiner 4(2). Griibler 4(2). Grundelfinger i 
Habich 3. Hain 3, 4. Halphen t. Harris 3 
Henneberg 4. Hermes 4. Himstedt i. Hof- 
mann i. HolzmuUer 3. Hoppe 3, 4(2). Hoss- 
feld 4(2). Hubner i. Issoly 4. Jacob i. Jef- 
fery i. Jonquiéres 2. Jung 3. Jurisch 2. 
Kajetan 2. Kliig i, 4(2). Kötter 4. Krey 2. 
Krieg i. Kupper 3. Lafon 4. I.aisant 3. 
Lange 2. Lauermann 4. Lebon i. Lecornu 
2. Lefévre i. Legoux 2(2). Lemoine 4(3). Le 
Paige 1(3), 2, 3(2), 4(3). Lie 2(2), 3. ' Linde- 
mann I. Lipschitz 3. Lock 2(2). Longchamps 
2. Loria 2, 3, 4(2). Mahler 2. Mansion 3, 4. 
Marinetti 2. Marx3. Matthiessen 1(2). Mehm- 
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1(2). Meyer 2. Minnigerode 3, 4. Neovius 
,. Neuberg i. Ocagne 1(2), 2(2), 3(2), 4(3). 
Oekinghaus i, 3. Orloff2. Pasch 2. Peschka 
3, 4. Petersen 4. Petot 2, 3. Pirani 4. Pi- 
rondini 3, 4. Piuma 2. Pruvost 2. Puckle 4. 
RafFy 3. Retali 4. Reye 4(2). Roberts 2(3). 
Rodenberg 4. Rohn i, 3(2^ 4. Rosanes 2. 
Rosén 2. Rouquet 2. Salmon 2(2). Sanio 4. 
Schirek 4. Scholim 4. SchönAiiann 4. Schoen- 
tjes 3. Schroeter 3(2), 4. Schiiler 3. Schur 
2. Schwering 4. Seelhoff2. Segre i(2>, 3, 4. 
Simon 4. Simony 4. Slawyk i. Smith 3. 
Sporer 4. Stahl 3. Stämmer 2. Steen 2. Stoll 
2. Story 2, 3. Study 3. Sturm 2(4), 3(2). 
Tamchyna 2. Tardy 3. Taylor, C. 2. Taylor, 
H. M. 3. Thaer 3. Thomae 4. Thornton 3. 
Traber 2. Trognitz 2. Tiicker 2(2), 3. Waelsch 
2. Van der Grinten i. Vanééek 2, 4. Warren 
, 3. Weber 2. Weill i, 2(2), 3(2), 4(2). Wilda 
. Völker 4. Vollenwei«ler 4. Wolstenholme 
. Volterra 2, 3. Voss i, 2, 3. Zajaczkowski 
. Zeppenfeld 4. Zeuthen3(2). Zimmern>ann3. 
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VBRMISOHTB NOTIZBN. — MÉLANGBS. 



Notice sur les premiéres tables de 
logarithmes publiées en Suéde. 

M. BiERENS DE Haan a publié en 1 87 5 dans 
let. 14 des Verhandelingen der Akade- 
mie van Wetenschappen dAmsterdam 
un mémoire intitulé Tweede Ontwerp eener 
naamlijst van logar ithmentafeh, qui contient 
une liste de tables de logarithmes parues 
depuis 16 1 4 jusqu'en 1874. Dans cet ou- 
vrage, M. Bierens de Haan mentionne 
aussi 10 tables imprimées en Suéde, dont 
la premiére est en date de 1763. Cependant 
il y en a de plus vieilles. En eflfet les pre- 
miéres tables de logarithmes parues en Suéde 
ont été publiées en 1698 par Petrus Elvius 
(professeur de mathématiques å Tuniversité 
d'Upsal, né en 1660, mört en 17 18). Elles 
portent le titre: 

Ta BULA I Compendiosa Logarithmorum | 
siNUUM I Ad (piadrantis gradus, eorumq; 
partes decimas, Nec non | numerorum ab- 
so- I lutorum ab unitate ad 1000, | Edita 
a P. E. Upsaliae 1698. 



Au bas de la derniére page on trouve les 
möts: Typis Henrtci Keysers Jun, 

Cet écrit est composé de 16 pages non 
numérotées in 8°. La premiére page contient, 
outre le titre déjä mentionne, une introduc- 
tion et des exrmples servant å en expliquer 
Tusage. Les pages 2 — ti sont consacrées 
aux tables logarithmiques des sinus, le loga- 
rithme du rayon (c. a. d. sinus totus) tftant 
supposé egal å 10. Pour 0° — 60°, Téditeur 
a inséré les sinus de tous les six minutes, 
mais seulement tous les douze minutes pour 
60° — 75°, enfin les degres et les demi-degrés 
pour 75° — 90°. Les sinus 0° — 14** sont 
donnés avec 4 décimales (»ob defectum spa- 
tii»), les sinus 15° — 90° avec 5 décimales.. 
A chaque sinus est annexé son complément 
arithmétique, c. a. d. 10 — log sin. La se- 
conde moitié de la page 11 renferme des 
applications des tables précédentes å la solu- 
tion d'un triangle rectiligne. Les pages 
12 — 16 contiennent les logarithmes des nom- 
bres I — 699 et les logarithmes des nombres 
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pairs å partir de 700 jusqu'å 998, avec 5 
décimales et les caractéristiques respectives. 
Quant aux valeurs des logarithmes, .Elvius 
les donne toujours sans aucune correction 
du dernier chiffre; ainsi log 7 = 0,84509 
et log 17 = 1,23044, bien que ces logarith- 
mes soient respectivement 0,845098.... et 
1,230448 — 



Dans Tintroduction, Elvius mentionne que 
les tables ont été publiées en premiére ligne 
pour la pratique des arpenteurs (praxis geo- 
dcBiica) ; en effet on trouve par la description 
précédente qu*elles étaient peu accommodées 
å des calculs plus conipliqués. Ajoutons 
encore que l*impression en est tres mal-faite. 
Stockholm. G. fiaeström. 
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